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PROLOGO

La ensenanza de las ciencias experimentales, tanto en la secundaria como en las
carreras de posgrados, ha generado dificultades y confusién en la comprension de la
fisica, al tratar conceptos cinematicos como posicion, tiempo, velocidad y aceleracion,
ya que existen multiples preconcepciones que interfieren en el proceso de aprendizaje
delos estudiantes. El estudio de la cinematica es fundamental para entender conceptos
como condiciones cinemdticas, fuerzas, etc., asi como las interacciones entre sistemas
y sus efectos en el movimiento de particulas o cuerpos rigidos.

Otra de las dificultades es que los estudiantes no hacen uso de las herramientas de
representacion de los movimientos en texto o gréficas, requiriendo, estas tltimas,
de capacidades de abstraccion y del desarrollo de habilidades de representacion,
requeridas, no sélo para la continuacién de estudios de posgrados, sino para el
ambito laboral, pues son magnitudes fisicas y técnicas de representacion de uso
cotidiano en la sociedad tecnoldgica contemporanea.

En la provincia de Ocana se ha demostrado, en los ultimos anos, que los alumnos
que ingresan a carreras de la Facultad de Ingenierias de la Universidad Francisco de
Paula Santander, seccional Ocafia (UFPSO), tienen bajo conocimiento conceptual
de la cinematica y de su representacién mediante gréficas; es por esta razén se
crea el libro Cinemdtica y cinética de la particula: problemas resueltos, como un
curso introductorio de fisica universitaria en la UFPSO, mediante la adopcion de
estrategias de aprendizaje disefiadas para desarrollar en los estudiantes la capacidad
de analizar y describir los movimientos dados, mediante sus diversos modos de
representacion.






OBJETIVOS

Asimilar conceptos fundamentales de la fisica para aplicarlos en la vida
profesional.

Adquirir herramientas fisicas y matematicas para la solucion de problemas
reales relacionados con la fisica.

Desarrollar habitos de trabajo en equipo mediante la aplicacién del método
cientifico en el analisis de problemas practicos reales.

Comprobar experimentalmente algunas deducciones de las leyes fisicas.






INTRODUCCION

Este trabajo incluye la comprension de los conceptos de tiempo, posicion, velocidad
y aceleracion; el estudio de los movimientos relativo, curvilineo y dependiente; el
uso de coordenadas cartesianas, esféricas y cilindricas; las componentes tangente
normal y radial transversal, asi como la aplicacion de la segunda ley de Newton
en coordenadas rectangulares, tangente normal y radial transversal, llevando al
estudiante a analizar situaciones que contribuyen a la adquisicion de habilidades y
al fortalecimiento de su precision en la aplicacion de los conceptos, desarrollando
de su capacidad analitica y la habilidad para resolver problemas en estos temas.

En el desarrollo del tema se presentan diversos ejemplos cotidianos, los cuales
aclaran los conceptos, haciendo, especial énfasis, en el desarrollo de técnicas
matematicas para la aplicacion de la fisica.

Se realiz6 un laboratorio para el estudio del movimiento en dos dimensiones,
apuntando hacia la comprension basica de los principios fisicos y el desarrollo
de habilidades experimentales que sirven de introduccion a la metodologia de
trabajo en ciencia e ingenieria, ademas de arrojar luces sobre los conceptos basicos
de la metrologia, el desarrollo de competencias transversales, la promocion del
trabajo en equipo y la gestion de la informacion, asi como su captacion y analisis.
Adicionalmente se realizaron dos videos de dicha practica, en los que se indican
los aspectos relevantes de la misma: los enlaces estan presentes en el libro.
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Ademas, se realiz6 una simulacion para dos problemas del libro utilizando el sofware
Solidworks Education Edition, suscrito en su version educativa, para validar los
resultados encontrados gracias al razonamiento analitico.

Ellibro esta estructurado en secciones de la siguiente manera:

« 1.1.:se estudia el movimiento rectilineo de una particula determinando su
posicion, velocidad y aceleracion en cualquier instante.

« 1.2,y 1.3.: se dan a conocer los métodos particulares para estudiar el
movimiento de una particula como son el movimiento rectilineo uniforme
y el movimiento rectilineo uniformemente acelerado y se estudian las
aplicaciones del movimiento de una particula utilizando componentes
rectangulares de su velocidad y aceleracion, ademas se analiza el movimiento
de una particula bajo la accion de la gravedad.

o 1.4.y1.5. se analiza el movimiento curvilineo de una particula utilizando
la componente tangencial normal y las coordenadas cilindricas de su
velocidad y aceleracion; se estudia el movimiento curvilineo de la particula
en el espacio, utilizando diferentes tipos de sistemas de coordenadas y
se determinan las componentes del movimiento a lo largo de los ejes de
coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas.

o  1.6.:se aborda el movimiento relativo de una particula con respecto a otra.

o 2.1.a2.2.:sedaaconocerlasegundaley de Newton utilizando componentes
rectangulares y tangenciales normales.

« 2.3.:seabordala segunda ley de Newton aplicada al movimiento dependiente
de varias particulas.



CAPITULO 1

CINEMATICA DE UNA
PARTICULA

La dindmica es la parte de la mecédnica que analiza los cuerpos en movimiento.
Esta se divide en dos:

La cinematica “es la parte de la dindmica que describe el movimiento de los cuerpos
sin referencia a las fuerzas que lo causan ni a las que se generan a consecuencia del
mismo” (Meriam y Kraige, 1998, p. 16). “La cinematica expresa inherentemente
relaciones entre geometria y tiempo independientemente de cualquier ley que
relacione fuerzas con movimientos” (McGill y King, 1989, p. 7).

La cinética “estudia la relacion que existe entre las fuerzas que acttian sobre un
cuerpo, su masa y el movimiento de este mismo” (Beer et al., 2010, p. 602).

La trayectoria “se describird utilizando diferentes tipos de sistemas de coordenadas
y se determinaran las componentes del movimiento a lo largo de los ejes de
coordenadas” (Hibbeler, 1995, p. 3).

“Una particula o punto es un cuerpo cuyo tamano puede ignorarse al estudiar su
movimiento. Tan solo hay que considerar su centro de masa” (Riley y Sturges, 1996,
p. 14). Sin embargo, hay situaciones donde dicha rotacidon no es despreciable, lo que
ocasiona que no puedan considerarse como particulas, sino como cuerpos rigidos.
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1.1 Cinematica rectilinea

1.1.1 Problema: caso 1
La aceleracion de una particula estd dada por la expresion:
a=C V?

Donde es constante y la particula parte del reposo. Determinar su velocidad en
funcién de la altura.

La aceleracion es la variacion de la velocidad respecto al tiempo:

~ dv
T

La expresion de la aceleracion se multiplica y divide entre el diferencial total de
posicidn, encontrando:

dv dy

a=— —

T dt dy

Utilizando la regla de la cadena para expresar la aceleracion en funcion de la
velocidad y la posicidn, se tiene:
dv dy
Ay dt

La variacion de la posicion respecto al tiempo es la velocidad.

Ve dy
~dt

Reemplazando la velocidad en la expresion de la aceleracidn, se tiene:

LW
=V 1y

Reemplazando la expresion de la aceleracion dada, se tiene:
dv

CV?*=v —
dy

Separando variables, se tiene:
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vV dv
dY=—
CV
. dv
CV

Ubicando el origen para el sistema de ejes cartesianos en el origen del movimiento
para la particula, teniendo en cuenta que la particula parte del reposo e integrando,
se tiene:

Y=0
J-Y A\ 1
dY=f — dVv
0 o CV
1
Y-0= c (Ln V-Ln 0)

1
= —1nV
C n

1.2 Movimiento curvilineo

1.2.1 Problema: caso 2

La posicion de una particula estd definida por r= (3 - 2t)  + (5 t*+ 4) j, donde
esta dado en metros y t en segundos.

Determinar para t=0y t=5s.

o  Posicion.

«  Velocidad.

o Aceleracion.

» Distancia recorrida por la particula en los segundos a lo largo de la trayectoria.

La posicién de la particula para el instante dado es:
r=(GBt-20)1+(5t+4)]
r=(3*5%-2*5) 1+ (5*5° + 4)j
r=651+629j (m)

La velocidad de la particula para el instante dado es:

a dr
~dt
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Derivando la expresion de la posicion en funcion del tiempo, se tiene:
X7 d 2 > 3 2
Vza[(.%t 201+ (5t+4) ]
V=(6t-2)1+(15t)]
Reemplazando el instante dado, se tiene:
V=(6*5-2)1+ (15*5%)]
— . . (M
V=281i+375) (—
3755 ()

La magnitud de la velocidad es:

qE J(zs e (375 D)
IV1=376,04 —
S

La direccion de la velocidad respecto al eje X se muestra en la figura 1.
Figura 1. Velocidad de la particula

Y A

Vy A

\ 2o

Fuente: elaboracion propia.

\%
Tan 0= X
Vx
375 ?
Tan6 =
28 2

S
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375 %
0=ArcTan
28 2
S
0=85,73°

La aceleracion de la particula para el instante dado es:

_dv
T

Integrando la expresion de la velocidad respecto al tiempo, se tiene:

d . .
a= [(6t-2)1+ (15t%)]]
a=61+(301t)j

Reemplazando el instante dado, se tiene:

a=61+(30*5)]
N N m
a=61+150] (=
a=61+ 150 (sz)

La magnitud de la aceleracion es:

|a] = /ax?+ay?
al= J(6 %+ (1503

_ m
lal=150,12 =
S

2

La direccién de la aceleracion respecto al eje X se muestra en la figura 2.
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Figura 2. Aceleracion de la particula

Y A

Fuente: elaboracion propia.

a
TanP = =X
ax

m
150 2
m

52

TanP =

150 =

m
§2

B=ArcTan

B=87,71°

La sacudida de la particula es la variacion de la aceleracion con respecto al tiempo:
T da
Cdt

d .
= (61+30t))
_ . (m
J=30 (5—3)

Pero:

m
1 Hertz=1 =
S
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Por lo que la sacudida para la esfera es constante en todo su recorrido.
J=307 o
i (3
J=Constante

Para t=0 s, la posicion inicial de la esfera es:
r=(GBt-20)1+(5t+4)]
fo= (3*0%-2%0) 1+ (5 % 03 + 4)]
Ip = 45 (m)
Para t=0 s, la velocidad inicial de la esfera es:
V=(6t-2)i+(15t")]
Vo=(6%0-2)1+ (15*0%) ]
_ . (m
Vo= 21 (:)
Para t=0 s, la aceleracidn inicial de la esfera es:

a=61+(301t)]
a=61+(30*0)]

. ¢/m
a=61 |—
0 (52)
Para t=0 s, la sacudida inicial de la esfera es:
_ . (m
j, =301 (5—3)

La distancia recorrida por la particula en los 5 primeros segundos a lo largo de la

trayectoria es:
dyy?
dezf 1+<—> dXx
dX
dyy?
S= f 1+ (—) dXx
dXx

La componente de posicion a lo largo del eje X es:

X=3t>-2t
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La componente de posicion a lo largo del eje Y es:
Y=5t> +4

La variacion de la posicion de la variable X respecto al tiempo es:

dX d
- 29
dt dt G20

dX 6t-2
dt

La variacion de la posicion de la variable Y respecto al tiempo es:

dY_ d (50 +4)
dt dt "

dy 15

p—1 t

dt
La variacion de la variable Y respecto a la variable X se logra haciendo el cociente
entre la variacion de la posicion de Y respecto al tiempo, con la variacion de la
posicion de X respecto al tiempo:

ay
Ilet
dx

E=6t—2
av
dt 15t
dX  6t2
dt

dy 15¢
dX 6t-2

La variacion total de la variable X es:

X 6t-2
dt
dX=(6t-2)dt

Reemplazando la ecuacion de la distancia recorrida por la particula, se tiene:
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dy\?
de:f 1+ (—) dX
dX
S 5S 225 t4
fdszf 1+ S (6t-2) dt
0 0 (6t-2)
58 225 t4
S:f I+ ——— (6t-2) dt
0 (6t-2)

55 | (6t-2)* + 225t
S= f — T (6t-2)dt
0

(6 t-2)°

58S
5= f V36 t2-24 t+4+225 t* dt
0

S=10 m

La distancia recorrida por la particula es de m.

1.3 Movimiento curvilineo componentes rectangulares

1.3.1 Problema: caso 3
Una particula es lanzada desde el punto A con la minima velocidad Vo, de modo
que golpea en el punto B (véase la figura 3). Determinar:

a. Lavelocidad con la que es lanzada.
b. Elradio de curvatura en el punto C de la trayectoria.
Figura 3. Esquema general

Vo

Fuente: elaboracion propia.
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La trayectoria de la particula puede verse en la figura 4.

Figura 4. Trayectoria de la particula
Y ’

Voy |/ -
B ~.C X
W L\ <
Vox \\
1.31m
\B
1,5m

0,47m
Fuente: elaboracion propia.

Los ejes de coordenadas se ubican en el punto A, donde es disparada la particula
La componente inicial de la velocidad en el eje X es:

VX= VOX
Vo, = Vo Cos
La componente inicial de la velocidad en el eje Y es:
VOY = VO Sen [3

La particula en el eje X tiene movimiento rectilineo uniforme donde su componente
de velocidad a lo largo del eje X es constante.

V= constante

VXZ VOX

La componente de velocidad a lo largo del eje X es la variacion de la posicién a lo
largo del eje X respecto al tiempo.

dX
T
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Separando variables, se tiene:

dX=VX dt

X t
f dX = f VX dt
Xo to

X-X,=Vx t

Integrando, se tiene:

Ubicando los ejes coordenados en el inicio del movimiento se tiene que Xo =0y
Yo:O.

Reemplazando la posicién inicial Xo =0, la posicion de la particula a lo largo del
eje X es:
X=Xo+Vy t
X=0+Vx t
X=Vy t

La componente de velocidad de la particula a lo largo del eje X es:
X

Xt

Vo

Despejando de esta ecuacion la variable tiempo, se tiene:

X

t= —
Voy

Reemplazando la componente de velocidad de la particula a lo largo del eje X, se
tiene:

. X
'V, Cos B

El movimiento de la particula en el eje Y es uniformemente acelerado, donde
ay= -8

La componente de aceleracion alo largo del eje Y es la variacion de la componente
de velocidad a lo largo del eje Y respecto al tiempo.

dvy
BT

11
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Separando variables para encontrar la componente de la velocidad a lo largo del
eje Y, se tiene:

dVY= ay dt

Integrando, se tiene:

Vy t
dVY = f ay dt
t

Vyo 0
Vy

t
dVY = f -8 dt
Vo to

Vy-Vyo=-gt
Vy=Vyo-gt

La componente de la velocidad en el eje Y es la variacion de la posicion a lo largo
del eje Y respecto al tiempo.

dy
Y™ 4t

Separando variables, se tiene:

dYZVY dt

Integrando y reemplazando la componente de la velocidad en el eje Y, se tiene:

Y t
f dY =f VY dt
Y, to
Y t
f def (Vyo-g t) dt
YO t0
1 2
Y_YO:VOYt_E gt

1
Y=Y, +V _ot?
=Yo + oyt‘zgt

Reemplazando la condicién inicial Y=0 la componente inicial de la velocidad en
el eje Y y la expresion del tiempo, en la posicion a lo largo del eje Y se tiene:

VOY = VO Sen [3
) X
~ V, Cos B
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1
_ _ 2
Y =Yg+ Vo, t-3 gt

Y =0+V,S x ! ~ 2
=0 +VoSen B Vi Cos 28 VyCos B

g X?

Y =X Tan p - —5——
2 Vj Cos® B

La posicion final de la particula en el punto B de colision es:
XB = 1,97 m
Yp=-13lm

Reemplazando en la ecuacion de posicion en el eje Y y despejando la rapidez con
la que fue lanzada la particula, se tiene:
1,97)*
-1,31=1,97 Tan - %
Vi Cos® B
1,97)*
g(2—) =1,97 Tan B +1,31
2V Cos® B
g (1,97)

2 Cos® B (1,97 Tan p +1,31)

1,97)* .
V%:% [Cos®B (1,97 Tan B +1,31)] !

2_
0=

Expresando la funcion  en funcién de Sen p y Cos f, se tiene:

V%:@[ 2{%(1972 +131)]

g(1,97)* (1,97 Sen B Cos®B
2 Cos

1,97)* -
V%=¥ (1,97 Sen B Cos p +1,31 Cos” B) :

-1
+1,31 Cos® [3)

Para encontrar la direccion en la que es lanzada la particula se deriva la velocidad
con la que sale disparada respecto a donde se hace maxima la velocidad, que en
este caso es la direccion de la velocidad en el momento en el que es lanzada la
particula, haciéndose nula.
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Mo _

dp
zvoddvB M [~ (1,97 Sen B Cos p+1,31 Cos? p) ]
'[1,97 (Cos B*Cos B - Sen f "Sen p) +1,31*Cos p "(~ Sen B)]
2V0c'dvf3 g(1—97)2 |- (1,97 Sen B Cos p +1,31 Cos? )|

11,97 (Cos2 B - Sen” B) - 2,62 Sen B Cos p]
v, g (1,97)% '[1,97 (Cos* B - Sen* B) - 2,62 Sen B Cos B]
dp 2 [— (1,97 Sen B Cos B+1,31 Cos® [3)2]

Vo

Reemplazando dB = 0, se tiene:

g (1,97)2[1,97 (Cos® B - Sen” B) - 2,62 Sen B Cos B]
2 [~ (1,97 Sen B Cos p +1,31 Cos” )’

0 _—

Vo

g (1,97)? [1,97 (Cos® B - Sen’ B) - 2,62 Sen B Cos ]
2 [~ (1,97 Sen B Cos p +1,31 Cos® ﬁ)z]

0 _

) [— (1,97 Sen B Cos p +1,31 Cos® [3)2] =g (1,97)> [1,97 (Cos* B - Sen’® B) - 2,62 Sen B Cos ]

* =g (1,97)? (1,97 (Cos? B - Sen® B) - 2,62Sen B Cos ]

0

g (1,97)2

0 =[1,97 (Cos® B - Sen® B) - 2,62 Sen B Cos p]

=[1,97 (Cos® B - Sen* B) - 2,62 Sen B Cos p]

Reemplazando las identidades trigonométricas, se tiene:
Cos (2B)=Cos* p - Sen” B
Sen (2p)=2 Sen B Cos f
[1,97 (Cos2 B - Sen’ B )— 2,62 Sen B Cos [5]=0

1,97 "Cos (2p) - 262 ( ﬁ)

1,97 Cos (2 )- 1,31 Sen 2 ) =
1,97 Cos (2 p )=1,31 Sen (2 B)
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1,31 Tan (2 B)= 1,97
1,97

Tan (2 ﬁ) = H

1,97
2B =ArcTan (—)
1,31

2B =56,38°
B =28,19°

Por lo que la rapidez con la que es lanzada la particula es:

~ g (1,97)
2 Cos?B (1,97 Tan p+1,31)

2
0

9,80 s% "(1,97)?

2
V(J

2 Cos” (28,19°) (1,97 Tan 28,19°+1,31)

38,03
YT 367
m?>
Vﬁ: 10,36 _2
S
m
V(): 3,22 -
S

Reemplazando la velocidad con la que es lanzada la particula en la expresion de
su trayectoria, se tiene:

g X’
2y Cosz[S
9,80 "X>
2°10,3 "Cos® 28,19°

Y=XTanp

Y = X Tan 28,19°

Y =0,54 X - 0,61 X>

La variacion de la variable Y respecto a la variable X es:

dy d ,
d—X:d—X(O,S4X—O,61 x?)

dy *
—=0,54-0,612X
X

dy
—=0,54-1,22 X
dX

15
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En el punto la componente de posicion a lo largo del eje X es X =15, por lo que el
valor de la variacion de la variable Y respecto a la variable X es:

dy *
—=0,54-1,22 1.5
X

dy 1,29
dx

La direccion del eje tangente de la velocidad es la variacion de la variable Y respecto
a la variable X y es:

- e_dY
an f=—

Tan 6=-1,29
0=ArcTan -1,29
0= -52,21°

La velocidad de la particula en el punto C puede verse en la figura 5.

Figura 5. Velocidad de la particula en el punto C

Fuente: elaboracion propia.
Vx.= V¢ Cos 6
La componente de la velocidad a lo largo del eje X es constante, por lo que:
VX= VOX
V0X= VXC

Vo, = Vo Cos B
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m*
Vo, = 3,22 N Cos 28,19°
Vo, =2,84 z
OX_ > S

La rapidez de la particula en el punto C es:
Vs X
Cos6
2.84 =
- s
Cos 52,21°

Ve
m

Vo= 4,64 —

S

La aceleraciéon normal de la particula en el punto C puede verse en la figura 6.

Figura 6. Aceleracion de la particula en el punto C

Fuente: elaboracién propia.

any=g Cos 0

m *
any=9,81 ") Cos 52,21°
m
aN= 6,01 3_2

La expresion de la aceleracién normal nos permite evaluar el radio de curvatura
de la trayectoria de la particula en el punto C de forma fisica.
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2
v
an="—"

4

Reemplazando se tiene el radio de curvatura:

(12

=T m\
(o1 )
.= 3,58 m
El radio de curvatura en el punto C de la trayectoria es de 3,58 m.

También se puede evaluar el radio de curvatura de forma matematica utilizando
la expresion:

La primera variacion de la variable Y respecto a la variable X es:
dy
—=0,54-1,22X
dXx

La segunda variacion de la variable Y respecto a la variable X es:

av_d (0,54-1,22 X)
ax? Cdx ’

&y

_2 =-1,22

dX

Reemplazando la primera y segunda variacion de la variable Y respecto a la variable
X en la expresion del radio de curvatura, se tiene:

dy

dX

=-1,29

&Y

, =" 1,22
dX
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3
2

[1+C120)7]

Pe* |-l,22|

pc=358m

Encontrando el mismo valor para el radio de curvatura de la trayectoria en el punto
C que se habia encontrado de manera fisica.

1.3.1.1 Taller experimental: movimiento en dos dimensiones
Marco tedrico

Los fendmenos fisicos de una particula no solo se presentan en una unica dimension,
como el movimiento rectilineo uniforme. Existen movimientos bidimensionales
como el movimiento parabdlico, el cual puede sustituirse por dos movimientos
independientes, un movimiento uniforme en la direccién horizontal, y un
movimiento uniformemente acelerado en la direccion vertical (caida libre).

Objetivo general

Determinar y analizar el comportamiento de las cantidades cinematicas en particulas
que experimentan un movimiento en dos dimensiones.

Objetivos Especificos

o  Analizar el comportamiento de las variables alcance horizontal y alcance
vertical respecto al angulo de lanzamiento.

« Utilizar experimentalmente la ecuacion de la trayectoria de un proyectil
lanzado al aire con una cierta rapidez y angulo de disparo inicial que cae
bajo el efecto de la gravedad.

o Verificar experimentalmente algunas de las predicciones de los modelos,
leyes y teorias de la cinematica.

«  Registrar con la ayuda de cintas para la obtencion de datos, cantidades como
el desplazamiento.

Materiales

o  Computador.
« Lanzador de proyectiles.
«  Flexémetro.

»  Hojas papel carbon.
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Procedimiento: variacion del alcance con el angulo de lanzamiento

 Instalar el lanzador de proyectiles con el angulo indicado.

+  Realizar un lanzamiento con el fin de identificar la posicion de impacto de la
particula con la superficie, para después colocar el papel carbén y registrar
el alcance horizontal y vertical (véase las figuras 7 y 8).

Figura 7. Direccion del lanzador de proyectiles

Fuente: elaboracion propia.

Figura 8. Alcance de la particula

Fuente: elaboracidn propia.

o  Variar el dngulo de inclinacidn del lanzador y registrar el alcance horizontal
en una tabla de datos (véase las figuras 9 y 10).
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Figura 9. Variacion del angulo del lanzador de proyectiles

Fuente: elaboracidn propia.

Figura 10. Variacion del alcance de la particula

Fuente: elaboracidn propia.

Analisis de datos

Tabla 1. Alcance de la particula

Angulo de inclinacién
(°)

Alcance (m) 1,69 1,88 1,94 1,97 1,89 1,46

0° 100 15° 28,19° 45° 60°

Fuente: elaboracion propia.

Del analisis experimental se puede evidenciar que la direccion con la que es
disparada la particula es de 28,19°, que es el mismo valor encontrado en el analisis
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analitico. Ademas en los siguientes enlaces se muestran los aspectos mas relevantes
de la realizacion del ensayo de laboratorio:

Taller experimental: movimiento en dos dimensiones: https://youtu.be/pSvti5KEx-s

Taller experimental: analisis de datos: https://youtu.be/qdOH6sLT7_Y.

1.3.2 Problema: caso 4

Una particula se encgentra a pies de una pared donde colisiona y es lanzada con
t

una rapidez V,=200 <> COMOo se ve en la figura 11. Determinar la velocidad de la

particula cuando golpea en la pared, llegando a su altura maxima.

Figura 11. Trayectoria de la particula

Y B
3
Y
Vov Vo
o 0 X |
Vox
X

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar la velocidad de la particula cuando golpea a la pared es necesario
determinar la velocidad con la que es lanzada y su alcance maximo.

Los ejes de coordenadas se ubican en el punto desde donde es disparada la particula.
La componente inicial de la velocidad de la particula a lo largo del eje X es:

VOX=VO Cos 9

La componente inicial de la velocidad de la particula a lo largo del eje Y es:

VOY =V0 Sen 9

La particula en el eje X tiene movimiento rectilineo uniforme donde su componente
de velocidad a lo largo del eje X es constante.


https://youtu.be/pSvti5KEx-s
https://youtu.be/qdOH6sLT7_Y
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V= constante

VXZ VOX

La componente de velocidad a lo largo del eje X es la variacion de la posicién a lo
largo del eje X respecto al tiempo.

dx
X7 4t
Separando variables, se tiene:
dX=VX dt
Integrando, se tiene:
X t
f dX = f VX dt
X, t
X-Xp=Vy t

Ubicando los ejes coordenados donde es disparada la particula, es decir, en el inicio
del movimiento, se tiene que X(=0y Y,=0.

Reemplazando la posicién inicial X =0, la posicién de la particula a lo largo del
eje X es:
X=Xo+Vy t
X=0+Vx t
X=Vy t

Despejando de esta ecuacion la variable tiempo, se tiene:
X

t= —
Vg

Reemplazando la componente de velocidad de la particula a lo largo del eje X, se
tiene:

X
t=————
Vo Cos 0
El movimiento de la particula en el eje Y es uniformemente acelerado, donde

ay=-§

23
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La componente de aceleracion a lo largo del eje Y es la variacion de la componente
de velocidad a lo largo del eje Y respecto al tiempo.

dvy
TS

Separando variables para encontrar la componente de la velocidad a lo largo del
eje Y, se tiene:

dVY: ay dt
Integrando, se tiene:
dVY = J. ay dt
VYo to
VY t
dVY = J. -g dt
VYO t0
Vy-Vyp=-gt
Vy=Vyo-gt

La componente de la velocidad en el eje Y es la variacion de la posicion a lo largo
del eje Y respecto al tiempo.

B dy
Y™ at

Separando variables, se tiene:

dY=VY dt

Integrando y reemplazando la componente de la velocidad en el eje Y, se tiene:

Y t
f dY = f VY dt
Y, to

Y t
f dY:f (Vyo-gt) dt
Y, to
1 2
Y-YOZVOYt-E gt

1
— 2
Y =Y+ Vo, t-5 gt
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Reemplazando la condicion inicial Y,=0 la componente inicial de la velocidad en
el eje Y y la expresion del tiempo en la posicion a lo largo del eje Y se tiene:

VOY = VO Sen 9
X
t= ———
Vo Cos 0

1
Y=Y.+V Z ot
=Xo+ oyt'zgt

Y0+VySen 6 () - g ()
=0T Voden VyCos 6 28 Vo Cos 6
gXx*
2 Vi Cos? 0
2

gX )
Y=XTan®o - 5 Sec” 6
2V3

Y=XTan®6 -

Para encontrar la direccion con la que es lanzada la particula se deriva la posicion
alo largo del eje Y respecto al momento en el que adquiere su maxima velocidad,
que en este caso es la direccion de la velocidad en el momento en el que es lanzada
la particula, haciéndose nula.

dy ,, 88X
—=XSec 6——2 2Sec 0% SecO* Tan©
dx 2V32
gX*
XSec26—2—2 2SecH*SecO*Tan6=0
0
2

X
X Sec? 0 - g_2 Sec? 0 * Tan 6=0
\

X
X Sec? 0 (12(;—2 Tan 9) =0
0
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Reemplazando los datos iniciales, la direcciéon con la que es lanzada la particula es:

2
(200 )
N S/

32,20 Sf—§ 400 ft

Tan 6=

Tan 06=3,11
0=ArcTan 3,11
0=72,15°

La altura maxima alcanzada por la particula es:

2
Sec? 0

2
(6]

gX
Y=XTan9-
2
32,20 f—§ (400 ft)
Y= 400 ft * Tan 72,15°- 2 — Sec?72,15°

2»(200 ft
S

Y=1242,13-685,41 ( ft)
Y=556,72 ft

La velocidad de la particula esta dada por la expresion:

ay=-g
dvy
T

Multiplicando y dividiendo entre el diferencial de posicidn, a lo largo del eje Y
para encontrar una expresion de la velocidad en funcion de la posicién a lo largo
del eje Y se tiene:
dvy dYy
T Ta day
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Acomodando los diferenciales para encontrar ciertas relaciones, se tiene:

dy dvy

R T

Pero:
Ve dYy
YT dt
Reemplazando la componente de la velocidad a lo largo del eje Y en la expresion

de la aceleracion, se tiene:

dy dvy

N4 ay

dvy
=Yy gy

Separando variables, se tiene:

ay dYZVY dVY

Reemplazando el valor de la componente de la aceleracion a lo largo del eje Y e

integrando, se tiene:
Vy Y
f VY dVY: f —g dY

Vy*- Vo, ?
TY =-g (Y-Yo)

Vy?=Vo,*-2 g (Y-Yo)
Para encontrar la velocidad de la particula cuando colisiona contra la pared, es

necesario determinar las componentes finales de velocidad de la particula a lo
largo de los ejes X y Y.

La componente de velocidad de la particula a lo largo del eje X es constante.

V= constante
VX: VOX
VOX = VO Cos 9

27
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Reemplazando la velocidad con la que es lanzada la particula y su direccidn, la
componente de su velocidad a lo largo del eje X en el momento de la colision es:

ft
Vo, =200 —* Cos 72,15°
s

ft
VOX 261,31 -
S

ft
VBX :61,31 -
s
La componente inicial de velocidad de la particula a lo largo del eje Y es:

VOY = Vo Sen 9

ft
Vo, =200 —* Sen72,15°
S

ft
Vo, =190,37 —
S

La componente de velocidad de la particula a lo largo del eje Y en el momento de
la colision, es:

Vy?=V,,>-2 g (Y-Yo)

Reemplazando la componente inicial de velocidad de la particula a lo largo del eje
Y y la altura méxima alcanzada por esta, se tiene:

ft
Vo, =190,37 —
S

Y=556,72 ft
Vy?=V, 22 g (Y-Y,)
, ft\’ ft
VBY = (190,37 —) -2%*32,20 = *(556,72 ft—O)
S S
2 m?
Vb, =387.97 —

ft
Vg, =19,70 —
S

Lavelocidad de la particula en el momento de la colision puede verse en la figura 12.
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Figura 12. Velocidad de la particula en el punto B

Vs

EpSpRypp—1

Fuente: elaboracion propia.

VB: ’VBXZ‘FVBYZ

ft\2 ft\2
Vp= (61,31 —) +(19,70 —)
S S

ft
Vp=64,40 —
S

1.3.2.1 Simulacion: movimiento en dos dimensiones

Para efectos de la simulacion se utilizé el software Solidworks Education Edition,
version académica, adquirida por la Universidad Francisco de Paula Santander.

Procedimiento de la simulacion

Se dibuja una esfera de 50 pies de diametro y una pared de 600 pies de alto, 50 pies
de ancho y 100 pies de profundidad. Luego se ubica la esfera a 400 pies de la base de
la pared (véase la figura 13). Posteriormente se da inicio al estudio de movimiento,
aplicando la constante gravitacional.
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Figura 13. Ubicacion de la particula y la pared
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcion version educativa.

Para la direccién de la velocidad inicial de 72,15° se crea un croquis con lineas
constructivas como se observa en la figura 14.

Figura 14. Croquis con lineas constructivas para la direccion de la velocidad inicial de la particula

Brnia e i - § < = B W

Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcidn versién educativa.

Luego se asigna la magnitud a la velocidad inicial de la particula de 200 %, como se
observa en la figura 15, luego se pulsa aceptar y se calcula el estudio de movimiento.
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Figura 15. Asignacion de la magnitud de la velocidad inicial de la particula
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcion version educativa.

Se corrobora que el impacto de la particula con la pared es el correcto, como se
observa en la figura 16.

Figura 16. Impacto de la particula con la pared
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcion version educativa.
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Analisis de resultados

Para determinar la altura del impacto de la particula contra la pared se procede
a calcular el desplazamiento de esta en la direccion del eje Y, como se observa en
la figura 17. Este desplazamiento coincide con la solucién analitica de 556,72 ft.

Figura 17. Desplazamiento de la particula a lo largo del eje Y
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcién versién educativa.

Para determinar la velocidad de impacto de la particula se evalud el cambio de
velocidad a lo largo del tiempo en su trayectoria (véase la figura 18). Su velocidad
en el punto B es de 64 ft/s, valor que coincide con el resultado del estudio analitico.

Figura 18. Velocidad de la particula en el punto B
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcin versién educativa.
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1.4 Movimiento de una particula: componentes
tangenciales y normales
1.4.1 Problema: caso 5

El sistema de engrane planetario se encarga de hacer girar las columnas a las que
esta unido, asi como a una plataforma de de longitud, donde se encuentra alojada
una corredera, como se aprecia en la figura 19.

Figura 19. Sistema de engrane planetario

0oonm
anona

Fuente: elaboracion propia.

El sistema de engrane planetario gira en sentido contrario a las manecillas del reloj
a razdn de 4 rad/s. La corredera C de masa m, se encuentra unida a una cuerda
inextensible de 375 mm de longitud que siempre se mantiene tensa y esta sujeta
en el punto D, como se ve en la figura 20.
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Figura 20. Esquema general

Fuente: elaboracion propia.

Cuando la plataforma esta horizontal, la corredera se desplaza hasta la unién con
las columnas, como se ve en la figura 21.

Figura 21. Posicion de la corredera en su punto mas bajo en la plataforma

Fuente: elaboracion propia.
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Determinar el moédulo de la aceleracion de la corredera. En la figura 22 se muestra
la posicion de la corredera en la plataforma.

Figura 22. Posicion de la corredera

Fuente: elaboracién propia.

Asi, se obtiene la expresion de la posicion de la corredera en funcion de la inclinacion
de la plataforma. Para ello se establece la variable desde las columnas hasta la
corredera como r (véase la figura 23).

Figura 23. Idealizacion de la posicion de la corredera

Fuente: elaboracion propia.
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El valor R del tridngulo escaleno , de lados iguales OD y OB, indica que los angulos
opuestos a estos lados son iguales, por lo que:

0+a+a=180°
0+2 a=180°
180°-6
2

a=

a=90°- 2
2

Aplicando ley de senos al triangulo escaleno OBD se tiene:
R Y

Sena Sen®
R Sen 0=Y Sen a

Reemplazando la expresion encontrada para la direccién a, se tiene:
0
R Sen 6=Y Sen (90°— 5)

Reemplazando la identidad trigonométrica, se tiene:

Sen(A-B)= Sen A Cos B-Cos B Sen A
0
R Sen =Y Sen <90°— E)
0 0
R Sen 0=Y [Sen 90° Cos (5) -Cos 90° Sen (2—)]
. 0\ . 0
R Sen 6=Y " Sen 90° Cos (5) -Y Cos 90° Sen (2—)
0
R Sen 0=Y Cos (E)

Utilizando la identidad trigonométrica, se tiene:

Sen (2 A)=2 Sen A Cos A

. o .
Haciendo A= E, se tiene:

0 0 0
Sen (2* —) =2 Sen (—) Cos (—)
2 2 2

0 0
Sen 0=2 Sen (—) Cos (—)
2 2
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Remplazando en la ecuacidn, se tiene:

0
R Sen 0=Y Cos (E)

s ) (3] v 2
ansa(§ ()
Cos(3)

0
Y=2 R Sen (—)
2

Lalongitud de la plataforma es el cateto OCB del triangulo OBD en el que se tiene:
r+X=R

En el triangulo OBD se puede expresar la longitud de la cuerda DBC cuyo valor
es R, como:

Y+X=DBC
Y+X=R

Eliminando la variable X en estas dos ecuaciones, utilizando el método de
sustitucion, se tiene:

r+X=R
X=R-r

Reemplazando en la otra ecuacion se tiene:
Y+X=R

Y+(R-r)=R
r=Y

Como:
0
Y=2 R Sen (—)
2
0
r=2 R Sen (—)
2

Otra forma de encontrar la posicion de la corredera a lo largo del eje radial es
aplicando la ley de cosenos al triangulo OBD.



38 CINEMATICA Y CINETICA DE UNA PARTICULA: PROBLEMAS RESUELTOS

Y?=R*+R*-2 R*R Cos 6
Y?=2 R*-2 R Cos 6
Y2=2 R? (1-Cos 0)
Utilizando la identidad trigonométrica.

0 1-Cos 0
Sen (—) =
2 2

Elevando al cuadrado la identidad trigonométrica, se tiene:

, (0 1-Cos 6
Sen (—)z
2 2

0
1-Cos 6=2 Sen? (E)

Remplazando en la expresion de posicion, se tiene:

Y2=2 R? (1-Cos 0)

0
Y?=2 R? [2 Sen? (2—)]
0
Y2=4 R? Sen? (—)
2
Sacando raiz cuadrada, se tiene:
0
Y=2 R Sen (—)
2
Pero como:

Y=r

Entonces:
0
r=2 R Sen (—)
2

Que es la misma expresion que se encontrd utilizando la ley de senos.

La componente radial de la velocidad esta definida por la variacion radial respecto
al tiempo.
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39
v _dr
" dt
V, =i

Derivando la expresion de posicion radial de la corredera respecto al tiempo, se

tiene:
0
r=2 R Sen (—)
2

dr_d [ZRS (6)]
dt dt \

. 0\ 1 do
r=2 R*Cos (—) =X

2) 2 dt
, 0\ db
r=R Cos (—) *
2/ dt

La velocidad angular es la variacion angular respecto al tiempo, por lo que:

do _§
dt

. 0y ..
r=R Cos (—) *0
2
. 0
=R 0 Cos (—)
2

La segunda derivada del vector posicion es

Fo—

dt

Derivando la expresion de la componente radial de la corredera respecto al tiempo,
se tiene:

i (D= [Rocos ()]

Como la velocidad angular de la plataforma es constante, la aceleracion de la
misma es nula.



40 CINEMATICA Y CINETICA DE UNA PARTICULA: PROBLEMAS RESUELTOS

Reemplazando la posicion de la plataforma dada 6=30°, la posicion radial de la
corredera es:

0
r=2 R Sen (—)
2

30°
r=2*0,175 m *Sen ( 2 )
r=0,19 m

Reemplazando la posicion de la plataforma dada 6=30°, la primera variacion de la
posicion radial respecto al tiempo es:

.8
r=R 0 Cos (—)
2

rad 30°
=0,375 m*4 — *Cos (—)
S 2
. m
r=1,45 —
s

Reemplazando la posicion de la plataforma dada la segunda variacién de la posicion
radial respecto al tiempo es:

R 8
r=-—— Sen (—)
2 2

rad)’
0,375 m*- (4 — °
" S 30
r=- Sen ( )
2 2

r=-0,78 2
r=-0,78 —
2

La velocidad de la plataforma es:

V=V, ér+Ve ée

V=re+r 08
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Reemplazando se tiene:
— m rad _
V=145 — €+0,19m *4 — &
s s
_ . _/m
V=1,458+0768 (=)
s
La magnitud de la velocidad de la corredera es:

V= / V,2+V?

2

v=| (145 ?) +(0,76 E)2

m
V=1,64 —
s

La direccion de la velocidad de la corredera es:

La direccidn del eje tangente, respecto a la horizontal, es:
0+p=30°+28,19°
6=58,19°

Las componentes radial y transversal de la velocidad de la corredera se observan

en la figura 24.

41
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Figura 24. Componentes radial y transversal de velocidad de la corredera

0 T

Fuente: elaboracion propia.
Las componentes de la aceleracion de la corredera son:
a=a, ér+ae ée
_ . N2 ~ . L ~
a= [r-r (6) ] er+[r 0+2 1 9] €
Reemplazando los valores encontrados, se tiene:

_ m rady _ m_ rady _
a= (- 0,78 —2-0,19 m *4 —) e+ (0+2 *1,45 —*4 —) €
s s s s
m
a=-3888,+11,598 ()

s2

La magnitud de la aceleracion de la corredera es:

a=4/a,2+ag?

La direccion de la aceleracion de la corredera es:
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a
Tan y= =2

r

m
11,59 2

Tany=——7-—

3,88 =
S

y=71,49°

Las componentes radial y transversal de la aceleracion de la corredera se observan
en la figura 25.

Figura 25. Componentes rectangulares de aceleracion de la corredera

]

Fuente: elaboracion propia.

La magnitud de la aceleracion es de 12,23 ?2
1.5 Movimiento en coordenadas cilindricas

1.5.1 Problema: caso 6

Una particula se mueve con velocidad constante en una trayectoria dada por
la expresion r (9)=Sen(§),Z ()=20y 6 (t)=t. Encontrar la expresién del vector
posicion, de la velocidad y de la aceleracion para una posicion 0.

El vector de posicion de la particula en coordenadas cilindricas es:
r=ré+zk

La velocidad de la particula esta dada por:
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V(t)=t &,+r 0 8g+z k

La componente radial de la velocidad esta definida por la variacion radial respecto

al tiempo.
dr
V., = En
V, =f

La componente de la velocidad a lo largo del eje Z esta definida por la variaciéon
de posicidn respecto al tiempo.

dz
T,
V, =2

Derivando la expresion de posicion radial de la particula respecto al tiempo, se tiene:

0
r=Sen (—)
2
dr_ d [S (6)]
at dr PG

- C (6) - do
) 2 @
1 0\ do
r=— *Cos (—) *—
2 2/ dt
La velocidad angular es la variacion angular respecto al tiempo, por lo que:
de

FTE

1 0\ .
r=—*Cos (—) *0
2 2

1 . 0
r=—*0*Cos (—)
2 2

La segunda derivada del vector posicion radial es

. dr
r=—

dt
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Derivando la expresion de la componente radial de la particula respecto al tiempo,

se tiene:
d o djl . 0
3 Ol o)
Como la velocidad angular es constante, la aceleracion de la misma es nula.
a1 [ Sen (9)] L1,d0
dt 2 2 2 dt

1 . 0\ .
f=-—*0* Sen (—) *0
4 2

. 1 .2 0
f=-—*0 *Sen (—)
4 2

Derivando la expresion de posicion de la particula a lo largo del eje Z respecto al
tiempo, se tiene:

Z (1)=26

dz d

=—[20
dt dt[ ]

sy D
ST
=20
La segunda derivada del vector posicion, a lo largo del eje Z es:
. dz
dt

Derivando la expresion del vector posicion, a lo largo del eje Z respecto al tiempo,
se tiene:

d  d. .
a(z)=a[26]

Como la velocidad angular es constante, la aceleracion de la misma es nula.
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dz _ dé
ot
dt dt
7=2%0
Z=0
La expresion del vector posicion de la particula es:
t=ré,+zk

0 -~
r=Sen (5) e+20k
La expresion del vector velocidad de la particula es:
V()= &,+r 0 8+z k
1. 0 0\ . .
V(t)==*0 *Cos (—) €,+Sen (—) *08+2%0 k
2 2 2
1 . 0 . 0 -
V(t)==*6 *Cos (—) &+* 0 *Sen (—) gp+2*0 k
2 2 2
La expresion del vector aceleracion de la particula es:

a ()= (rr 62) e+(rb+2r0) eg+ik
1 .2 0 0 o 0 1. 0 ) R
a(t)= [- = * 0 *Sen (—) - Sen (—) *0 ] e+ [Sen (—) *0+2 *=*0*Cos (—) *9] 8+0k

1 .2 0 o 0 ~ 5 0 R
a(t)= [ — * 0 *Sen (—) - 07*Sen (—)] e+ [9 *Cos (—)] )

1.6 Movimiento relativo de particulas

1.6.1 Problema: caso 7

Un avién avanza con una velocidad constante de 450~ a lo largo del eje X, parando,
en determinando momento, por encima de un caiién antiaéreo que es disparado.
El proyectil avanza hacia el avién a una velocidad de 1500 <, como se muestra en
la figura 26. Determinar:

a) La velocidad y la aceleracion relativa del proyectil respecto al aviéon en el
momento del impacto.
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Figura 26. Trayectorias de las particulas

200m P

X

TITITT T A I Tadisaaaaaasss

Fuente: elaboracion propia.
La velocidad relativa del proyectil respecto al avidn es:
Va=VE-Va

La direccion en la velocidad del avidn es alo largo del eje X, por lo que la componente
de velocidad es:

V=450 1 (?)

Para que la colision exista, la componente inicial del proyectil a lo largo del eje X
debe ser igual a la velocidad del avidn, esto es:

VB, x=Va

La componente inicial del proyectil a lo largo del eje X es:
VX= VBOX

Vg, = Vg, Cosa

Igualando las velocidades para que exista la colision, se tiene:
Vg, Cosa=V,
Va

Cosa=—
Vg,

47
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450 %
Cosa=———+
1500 2
S

a=72,10°

La componente de la velocidad inicial del proyectil a lo largo del eje Y es:

VB0Y=VB0 Sen a

* o

Vi,y=1500 —"Sen72,10
A\ 1427,38 o
Boy™ ’ S

La velocidad del proyectil en el momento del impacto es:

2

\_,BZVB X i+VB v)

La distancia vertical desde el lanzamiento del proyectil hasta el instante del impacto
es de 2000 m.

El movimiento del proyectil B es un movimiento uniformemente acelerado y la
componente de la velocidad del proyectil a lo largo del eje Y en el momento del
impacto es:

VBYZZVBOYZ'Z gy
2 m 2 * m)&
Vp, 2= (1 427,38 :) 2798 5"2000m
m
VB,Y:1 413,56 -
S

La velocidad del proyectil en el momento del impacto puede verse en la figura 27.
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Figura 27. Velocidad del proyectil en el momento del impacto

Fuente: elaboracion propia.

La velocidad del proyectil en el momento del impacto es:
— N ~ (IM
Vp=461,111+1413,56] (=)
s

m

La velocidad del avién es: V ,=461,11 1 (:)
La velocidad relativa del proyectil respecto al avidn es:
Vp/a=Vp-Va
Vi/a= (461,11 1)-(461,11 1 + 1 413,56 j)

Via=1413,56] (E)
s
La velocidad relativa del proyectil respecto al avién puede verse en la figura 28.

Figura 28. Velocidad relativa del proyectil respecto al avion

]

Vs/a

Fuente: elaboracion propia.

\J
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Como el avidn tiene velocidad constante, su aceleracién es nula.
aA=0

Como el movimiento del proyectil B es un movimiento uniformemente acelerado,
la aceleracion del proyectil es la aceleracion de la gravedad.

ap=-9.81] (?2)

La aceleracion relativa del proyectil respecto al avion es:
dp/a=ap-ap

ag/a=- 9,817 -0
—_ ~ m
apa=-9:817 ( S )

La aceleracion relativa del proyectil respecto al avién puede verse en la figura 29.

Figura 29. Aceleracidn relativa del proyectil respecto al avién
Y
X

as/a

\4

Fuente: elaboracidn propia.

La aceleracion relativa de respecto a A es de 9,81m/s?, dirigida hacia el eje negativo Y.

1.6.2 Problema: caso 8

Las particulas A y B son disparadas al mismo tiempo con igual velocidad: 10m/s
e inclinacion horizontal de 53,13° y 36,86° respectivamente.

Determinar la posicion, velocidad y aceleracion relativa de la particula respecto a la
particula después de que transcurren del disparo. Las componentes rectangulares
iniciales de velocidad de la particula pueden verse en la figura 30.
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Figura 30. Componentes rectangulares iniciales de velocidad de la particula A

Fuente: elaboracion propia.

La componente inicial de velocidad de la particula A a lo largo del eje X es:

VOX A:VOA Cos 9A
m
Vox =10 —* Cos 53,13°
s
\Y 6 -
0X A~ s
La componente inicial de velocidad de la particula A a lo largo del eje Y es:
VOYA=V0A Sen GA

m
Voy =10 —* Sen 53,137
m
VOYA=8 ?

Los ejes de coordenadas se ubican en el inicio del movimiento de las particulas,

porlo que X ,=0y Y =0y.

La posicion de la particula A, a lo largo del eje X, cuando han transcurrido 3s, es:
XA:XOA+VXA t

m
X,=0+6 —*3's
S

XA:18 m

51
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La posicion de la particula A a lo largo del eje Y, cuando han transcurrido 3s, es:

1
— 2
YA_Y0A+VOYAt' E gt

m 1 m )
Y,=0+8 —*3s- =*9,80 —2*(3 s)

S 2 S

Y, =-20,14 m

La componente final de la velocidad de la particula A a lo largo del eje Y es:

VYA ZVOYA -g t

m 1’1’1*
Vy,=8 —-9.80 535

Vy,=21,43 ] (?)

La velocidad de la particula cuando han transcurrido 3s puede verse en la figura 31.

Figura 31. Velocidad de la particula A cuando han transcurrido 3s

Y

Fuente: elaboracidn propia.
La posicion final de la particula A es:
t4=181-20,14 (m)
La velocidad final de la particula A es:
fA=181-20,14j (m)

Como el movimiento de la particula A es un movimiento uniformemente acelerado,
la aceleracion de la particula A es la aceleracion de la gravedad.

a,=-9,81] (?2)
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Las componentes rectangulares iniciales de velocidad de la particula pueden verse
en la figura 32.

Figura 32. Componentes rectangulares iniciales de velocidad de la particula B

Fuente: elaboracion propia.

La componente inicial de velocidad de la particula a lo largo del eje X es:

Vox 3=Vo, Cosag
m
Vox ;=10 —* Cos 36,86°
s
\Y 8 -
0X A~ S
La componente inicial de velocidad de la particula B a lo largo del eje X es:
VOYB=V0B Sen GB

m
VOY B:10 ? * Sen 36,860
m
Vov,=6 —

Como los ejes de coordenadas se ubicaron en el inicio del movimiento de las
particulas, X3 =0y Y5=0.

La posicion de la particula a lo largo del eje X, cuando han transcurrido 3s, es:

XB:XOB+VXB t
m

Xg=0+8 —*3 s
S

XA:24 m
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La posicion de la particula B a lo largo del eje Y, cuando han transcurrido 3s, es:

1
— 2
YB _Y0B+VOYBt' 5 gt

m 1 m 5
Yp=0+6 —*3s- =* 9,80 —*(3s)
s 2 s
Yg =-20,14 m
La componente final de la velocidad de la particula B a lo largo del eje Y es:
VYB:VOYB_g t

m m
Vy,=6 —-9,80 =*3s
S S

Vy, = 23,40 (?)

La velocidad de la particula B cuando han transcurrido 3s puede verse en la figura
33.

Figura 33. Velocidad de la particula B cuando han transcurrido 3 s

Y

Fuente: elaboracion propia.

La posicion final de la particula B es:

t5=241-26,14] (m)
La velocidad final de la particula B es:

Vp=81-23,40 (?)
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Como el movimiento de la particula B es un movimiento uniformemente acelerado,
la aceleracion de la particula B es la aceleracion de la gravedad.

ap=-9.81] (?2)

La posicion final de la particula A respecto a la particula B es:
Fa/ =Ta-T
fA/B:(IS 1-20,147) - (241-26,147)
Taj,=- 6 i+6 7 (m)
La velocidad final de la particula A respecto a la particula B es:
Va /B=\7 A-Vg
Va /B=(6 1-21,437) - (81-23,40)
Vay = 21+1,97] (?)
La aceleracidn final de la particula A respecto a la particula B es:
IV
an =(- 9,81 »-(-9,81))

5A/B=0

1.6.2.1 Simulacion: movimiento relativo
Procedimiento de simulacion

Se procede a dibujar dos esferas de diametro 50 cm cada una. Para asignarle
la direccion de la velocidad inicial a cada una se crea un croquis con lineas
constructivas. Para la particula A se asigna un dngulo de 53,13° con la horizontal
(véase la figura 34) y para la particula B se le asigna un angulo de 36,86° con la
horizontal (véase la figura 35).
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Figura 34. Linea constructiva para la direccion de la particula A

[ p— R R
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcidn versién educativa.

Figura 35. Linea constructiva para la direccion de la particula B

- [ ——— e SR T

= fil
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcion versién educativa.

Una vez creadas las esferas se inicia el estudio de movimiento aplicando la constante
gravitacional como se ve en la figura 36.
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Figura 36. Aplicacion de la constante gravitacional
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcion version educativa.

Luego se asigna la magnitud de la velocidad inicial a la particula A, que es de 10
m/s de acuerdo ala direccion establecida anteriormente en el croquis constructivo
como se ve en la figura 37.

Figura 37. Aplicacion de la velocidad inicial para la particula A

A sonpemns v | 1 @ e R W R R
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcién version educativa.
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De igual manera se asigna la magnitud de la velocidad inicial a la particula B, que
es de 10 m/s de acuerdo a la direccién establecida anteriormente en el croquis
constructivo como se ve en la figura 38.

Figura 38. Aplicacion de la velocidad inicial para las particulas
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcin versién educativa.
Analisis de resultados

Se procede a analizar el estudio de movimiento, obteniendo el desplazamiento de la
particula A de 18 m, coincidiendo con los resultados analiticos (véase la figura 39).

Figura 39. Desplazamiento de la particula A a lo largo del eje X
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcidn versién educativa.
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Para conocer la posicion de la particula A alo largo del eje Y, se evaltia la trayectoria
alo largo de este eje, obteniendo como resultado que la posicién de la particula es
de -20,14 m (véase la figura 40).

Figura 40. Desplazamiento de la particula A a lo largo del eje Y
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcion version educativa.

Para determinar la velocidad final de la particula A se evaltian las componentes
de la velocidad en cada uno de los ejes X y Y, obteniendo la velocidad final de la
particula de 8 m/s , como se ve en la figura 41.

Figura 41. Velocidad final de la particula A
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcion version educativa.
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La componente de la velocidad final de la particula A, a lo largo del eje Y, es de
-21,43 m/s, asi como las de la velocidad final de la particula son 8 i-21,43 j (?),
valores que coinciden con los resultados analiticos que se encontraron previamente
(véase la figura 42).

Figura 42. Componentes de la velocidad final de la particula A
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Fuente: elaboracion propia usando el software Solidworks Education Edition, suscripcidn versién educativa.



CAPITULO 2

CINETICA DE UNA
PARTICULA: FUERZA Y
ACELERACION

La cinética estudia la relacion existente entre las fuerzas que actiian sobre un cuerpo,
su masa y su movimiento. Se utiliza para predecir el movimiento ocasionado por
fuerzas dadas o para determinar las que se requieren para producir un movimiento
especifico.

2.1 Ecuacion del movimiento: coordenadas rectangulares

2.1.1 Problema: caso 9

Una particula de masa m cae, partiendo del reposo (véase la figura 43). Por efectos
de oposicion al movimiento se le ejerce una fuerza dada por Fy=CV. Encontrar una
expresion de la velocidad en funcion del tiempo.
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Figura 43. Esquema general

Fuente: elaboracion propia.
Se aplica la segunda ley de Newton a la particula como se ve en la figura 44.

Figura 44. Seqgunda ley de Newton a la particula

Fuente: elaboracion propia.

+‘L (Z IE)externas e internas — (z F) inerciales
W-Fy=m a

Reemplazando la expresion de la oposicion del movimiento a la particula, la
aceleracion de la particula es:

mg-CV=ma
mg-CV
a=—
m
C

a=g-— \Y%
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La aceleracién es la variacion de la velocidad Y respecto al tiempo.

dv
a=—

dt

Reemplazando la expresion de la aceleracion encontrada, se tiene:

C dv

Zy=—
& m dt

Separando variables, se tiene:

dv

C
gn Vv

_dv
T gm-CV

m

dt=
dt

dt=——— qV
gm-CV

Integrando la ecuacion y reemplazando los limites de integracion se tiene:

t Voom
[af " o
0 o gm-CV
Resolviendo la integral, se tiene:
2 Ln (V-0)
t=-— -
c Ln
= LnV
t=-—
c Ln
Despejando la velocidad, se tiene:
V:e_m

2.2 Ecuacion del movimiento: coordenadas tangenciales
y normales
2.2.1 Problema: caso 10

Una esfera de masa m estd suspendida de un cable inextensible de longitud L como
se ve en la figura 45. Si la esfera parte del reposo en 6=0°, determinar el valor de

63
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la inclinacion 0, para la cual el cable se rompera. La tension maxima no debe ser
mayor a 3/2 del peso de la esfera.

Figura 45. Esquema general

Fuente: elaboracion propia.
En la figura 46 se observa la trayectoria de la esfera.

Figura 46. Trayectoria de la esfera

Fuente: elaboracion propia.
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Sele aplica la segunda ley de Newton a la esfera en una posicion cualquiera (véase
la figura 47).

Figura 47. Segunda ley de Newton a la esfera

V V

mar
mg T \ T

Fuente: elaboracion propia.

o\
>\

Aplicando la segunda ley de Newton a lo largo del eje tangencial, se tiene:

+ \(Z F) externas e internas — (Z F) inerciales

~ mgCos 0=" may

ap=g Cos 0

La aceleracién tangencial es la razén de cambio de la rapidez respecto al tiempo.

\%

ar="_
dt
Multiplicando y dividiendo al mismo tiempo entre el desplazamiento y la posicion
angular, para encontrar una relacion entre la aceleraciéon angular en funcion de la
rapidez y la posicion angular, se tiene:
dv ds de

ar=

dt ds do
Organizando el miembro derecho de la aceleracion tangencial, se tiene:

dv do ds

ar=

doe ds dt

Como la esfera describe una trayectoria circular, se tiene:

dS=p do
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Despejando, se tiene:

La variacion de la posicion respecto al tiempo es la rapidez.

ds

dt

V=

Reemplazando, se tiene:

dv de ds

ap=
de ds dt
dv , 1,

arp="_ TV
e p

VvV dv

ar=

p do

Reemplazando la expresion de la aceleracion tangencial obtenida de la segunda ley
de Newton a lo largo del eje tangencial, se tiene:

ar=g Cos 0

VvV dv

p do

vV dv
gCosO=" =

Separando variables, se tiene:

gp Cos 0.dO=V dV

Integrando y teniendo en cuenta la condicién inicial de que la esfera inicia su
movimiento cuando la posicién angular es nula, la expresion de la rapidez es:

) \4
fngosGdB:f Vdv

0 0

2
v

gpSenf= "
2

V=2 gpSend
Aplicando la segunda ley de Newton a lo largo del eje normal, se tiene:

+/|( z F )externas e internas — ( 2 F ) inerciales

T-m g Sen 6=m ay
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La magnitud de la aceleracion normal es:
VZ

Reemplazando la expresion de la aceleraciéon normal en la segunda ley de Newton,
alo largo del eje normal, teniendo en cuenta que la longitud del cable es L se tiene:

T-mgSenf=m a
V2

T=mgSen6+m __
L

Reemplazando la expresion de la rapidez obtenida de la segunda ley de Newton a
lo largo del eje tangencial se tiene:

V2:2gpSen9
V2
T=mgSenO+m __
L

2gL Senf
T=m g Sen 6+m*
L

T=m g Sen 6+2 m g Sen 6
T=3 m g Sen6

. ‘ 3
Reemplazando la condicién del momento en el que el cable se romperd T 4yimo= S W,

para encontrar la posici(')n angular cuando esto ocurra, se tiene:
T=3 m g Senf

3
3 mg=3mgSen 6
3
— =3Sen6
2
1
Sen 0=—
2

1
0=ArcSen —
2

0=30°

El cable se rompera cuando el cable se encuentra en una posicion angular de .
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2.3 Movimiento dependiente de particulas

2.3.1 Problema: caso 11

Se utiliza un trailer para levantar una carga de masa por medio de una cuerda ,
como se muestra en la figura 48. Si el trdiler se desplaza hacia la derecha con una
rapidez constante , encontrar una expresion para la velocidad, la aceleraciéon de
la masa a izar y la tensién en la cuerda en funcién de las posiciones de la masa a
izar y del trailer.

Figura 48. Esquema general

Fuente: elaboracion propia.

Se ubica un punto de referencia por debajo de la carga a izar en la interseccion con
el plano horizontal de la cabina del trailer para definir las posiciones del trailer A
y la carga a izar B, asi:

Figura 49. Posicion de las particulas

| Punto de referencia

Fuente: elaboracion propia.
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Se encuentra la relacién de las posiciones de las particulas A y B para derivar una
y dos veces respecto al tiempo y encontrar la relacion de velocidad y aceleracion
de estas

La longitud de la cuerda en funcién de las posiciones de las particulas A y B es:

(12-Sp)+ / S 2+122=L

Derivando la expresion de la longitud de la cuerda para encontrar la relacion de
las velocidades de las particulas, se tiene:

d d
T [(IZ-SB)+ /SA2+122] = a(L)
d d d , d
a (12)+a (-SB)+a < SA2+122> = a(L)

dsy 1 1
0-—+= (Sa2+12%) 2728
dt 2 (S )27

ds,
dt

La variacion de la posicion de la particula respecto al tiempo es la velocidad.

Ve ds
~dt

Reemplazando en la expresion de posicion, la velocidad de la masa a izar es:
Lo 2 Ve -
-VB+5 (SA +12 ) ZSA VA=0
1
- VB + SA ! VA ! (SA2+122) 20
1
VB ZSA ! VA : (SA2+122)>2

Derivando la expresion de las velocidades para encontrar la relacidon entre las
aceleraciones de las particulas, se tiene:

1
-VB+SA'VA'(SA2+122)72=O
d o 14
m [-VB+SA Va ' (Sa+12%) ]:E(O)
d a1 .. 1 4
a(-vB)‘Fa [SA VA (SA2+122)2 =a(0)
dVy dS, . A

+— "V, (S 2+122)% +dL‘ Sa” (s 2+122)% + —l'(S 2+122)%‘ZS B (SA"Va)=0
e de AW R 2 VA Ade| A A
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La variacion de la velocidad de la particula respecto al tiempo es la aceleracion.

dv
a=—

dt

Reemplazando en la expresion de velocidad se tiene:
L 1 1 1
Sapg+ V' [VA* (Sa%+12%) 2| +a, " [SA” (Sa%+122) 2| + [-5* (Sa%+122)2728," VA] (Sa " V) =0
L L 1
-ag+ VA ’ [ VA ! ( SA2+122 ) 2+ ap ) |:SA* (SA2+122) 2] + [- SA ) VA» (SA2+122)2] *(SA* VA) =0
1 1 1
~agt Va2 (Sa2+122) Zray " S (Sa%412%) 2- 8,7 VA% (S,7+12%)2=0
1 1 1
ap= VA2 ! (SA2+122)-2+ ap ) SA* (SA2+122)-2 - SAZ* VAZ” (SA2+122)2

\7G a, 'S 1
ag= A + A A 1 -SA2x VAZ*(SA2+122 )2

1
(Sa2+12%)2  (Sp2+12%)2

Debido a que el trailer se mueve con velocidad constante, su aceleracion es nula.

aA=0

Reemplazando la aceleracion del tréiler en la expresion de la aclaracion, la masa
aizar es:

V2 0°S . 1
A + A 1 'SA2 VAZ (SA2+122)2

1
(SA2+12%)2  (Sp%+122)2

ag=

VA2 27 2% 2 2 3
aB=—1+O - SA VA (SA +12 )2
(Sp2+12%)2
\7% 1
aBz—Al - SAZ* VAZ* (SA2+122)2
(SA2+122)2

Se aplica la segunda ley de Newton a la carga a izar B, como se ve en la figura 50.
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Figura 50. Segunda ley de Newton de la carga a izar

Mgag

Fuente: elaboracion propia.
+T (Z F)externas e internas — (Z F) inerciales
T—WB=mB ap
T-mp g=my ap

T=mpag+mgg
Reemplazando la aceleracion de la masa a izar, la tension en la cuerda es:

Va® L
T=mB —Al - SAZ* VAZ* (SA2+122)2 + mg g

(SAZ+122)E
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