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PROLOGO

El libro tiene como objeto suministrar a los estudiantes de ingenieria a los cuales
se les imparte la asignatura de mecanica de materiales o resistencia de materiales
y que hayan cursado la asignatura estatica de los métodos fundamentales para la
determinacion de deflexiones y pendientes en vigas incluyendo el analisis de vigas
estaticamente indeterminadas.

En cada capitulo del libro se presentan problemas modelo y aplicaciones de casos
en los que se muestra un andlisis de conceptos basicos como las condiciones
de equilibrio de las fuerzas ejercidas sobre las vigas, las condiciones impuestas
por los apoyos, los métodos de evaluacion de deflexiones y las condiciones de
frontera, los cuales fueron disefiados para fortalecer la comprension del tema por
parte de los estudiantes.

Algunos problemas describen situaciones reales de la practica de la ingenieria
que estimulan el interés por parte del estudiante en el tema, desarrollando en
él la habilidad de partir de una descripcion fisica a un modelo o representacion
simbolica, creando en el estudiante capacidades de abstraccidn, el desarrollo de
habilidades de representacion y la comprension de los principios basicos de la
resistencia de materiales. Los problemas se han agrupado de acuerdo con las
secciones del libro y se han organizado en orden ascendente respecto a la dificultad.

En el desarrollo del libro se aplican temas de asignaturas anteriores como calculo
diferencial e integral, ecuaciones diferenciales y los diagramas de cuerpo libre
para determinar las fuerzas internas o externas. En la solucidn de los problemas
se aplicaran métodos vectoriales y cuando estos no ofrezcan ventaja se utilizara
un método escalar.






INTRODUCCION

La deflexion es uno de los aspectos mas importantes en el disefio de las vigas y
es asi que en el disefio de estas se da a conocer el maximo valor admisible para la
deflexion. Ademas, se utiliza con la pendiente en el andlisis de vigas indeterminadas
donde el nimero de reacciones en los apoyos es mayor que el nimero de ecuaciones
de equilibrio con el que se cuenta para determinar las incognitas que generan los
apoyos a las vigas.

Existen diversos métodos para la determinacion de la deflexion y pendiente de
una curva eldstica en vigas debido a la aplicacién de cargas transversales y a la
solucidn de situaciones estdticamente indeterminadas, la temdtica del libro abordara
esas dos situaciones y tiene la siguiente estructuracion: en el primer capitulo se
analizard el método de doble integracion, el cual requiere conocer las ecuaciones
del momento flector en todos los tramos o porciones de la viga en el que la
integral, del momento en cada tramo, proporcionara la ecuacién de la pendiente,
mientras que la segunda integral proporcionara la ecuacion de la deflexion en
cada tramo, en ambas integrales aparecerdn constantes de integracién que se
determinaran con las condiciones de frontera. Al finalizar el capitulo se presentara
el estudio de caso de una viga con una carga distribuida variable en la que, para
encontrar la ecuacion de la curva eldstica, se hardn cuatro integraciones sucesivas
a las cargas distribuidas aplicadas en cada tramo encontrando las integrales las
ecuaciones de la fuerza cortante en orden de aplicacion, el momento flector, la
pendiente y la curva elastica en todos los tramos de la viga.



XVI

DEFLEXION EN VIGAS PROBLEMAS RESUELTOS

En el capitulo 2 se aplicara el método de superposicion que consiste en determinar
por separado la pendiente y deflexion de la curva elastica provocadas por la
aplicacion de diferentes cargas en la viga para después sumar las pendientes que
provocd cada fuerza, lo mismo se hace con las deflexiones, ademas, se usa para
el analisis de vigas estaticamente indeterminadas, es decir, apoyadas de manera
que las reacciones en los apoyos proporcionan mas incognitas que ecuaciones de
equilibrio. Con las condiciones de frontera de la viga se encuentran ecuaciones
adicionales debido a las condiciones de frontera impuestas por los apoyos para
llegar a un sistema de ecuaciones con el mismo nimero de incognitas.

En el capitulo 3 se estudiardn las funciones de singularidad que reducen el
procedimiento para la evaluacion de pendientes y la deflexion de la curva elastica
de la viga, ya que se requiere de la evaluacion de la ecuacion del momento flector
para toda la viga y no de sus ecuaciones ni de la determinacion de las constantes de
integracion en cada tramo como si se requeria en el método de doble integracion. El
analisis de este método solo requiere aplicar dos integrales sucesivas a la variacion
del momento flector en toda la viga y la determinacién de solo dos constantes de
integracion.
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LISTA DE SiIMBOLOS

Area

Centroide, constantes de integracion

Distancia, diametro, profundidad

Distancia, altura

Fuerza

Vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados
Momento de inercia

Longitud, claro

Momento flector

Origen de coordenadas

Fuerza, carga concentrada

Radio

Fuerza resultante, vector resultante

Fuerza cortante

Coordenadas rectangulares, distancia, desplazamientos

Deformacion, deflexién, desplazamiento






CAPITULO 1

METODO DE DOBLE
INTEGRACION

En este capitulo se determinan las pendientes y deflexiones en vigas, ya que en su
diseio se tiene en cuenta el valor maximo permisible para la deflexion y también
el analisis de vigas indeterminadas que se establecen con el uso de condiciones
de frontera “Cuando una viga con eje longitudinal recto esta cargada con fuerzas
laterales, el eje se deforma y toma una forma curva, llamada curva de deflexion de
la viga” (Gere, 2010, p. 594).

Para determinar la pendiente y la deflexion de la viga para cualquier posicion se
encuentra la curva elastica, o forma de la viga deformada, que esta dada por la
ecuacion diferencial ordinaria, lineal, de segundo orden.

dZy _ M(x
Donde el producto del médulo de elasticidad del material de la viga y el momento
de inercia de la seccion transversal, respecto al eje centroidal horizontal EI, es el
modulo de rigidez a flexidn, la cual varia a lo largo de la viga. Si esta es de seccion
variable, el modulo debe expresarse como una funcion de la variable x antes de
integrar la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden. Para el andlisis de
este capitulo la rigidez a flexion es constante debido a que se consideraran vigas

prismaticas.
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Si el momento flector se representa por una ecuacion M(x) que incluya la longitud
de la viga para todos los valores de x, la pendiente en cualquier posicion de la viga
se determina integrando la ecuacién del momento flexionante.

EIO(x) = [M(x)dx + C; (2)

La deflexion en cualquier punto de la viga puede hallarse al integrar dos veces la
ecuacion del momento flexionante o integrando la ecuacion de la pendiente.

Ely(x) = f [ f M(x)dx + cl] dx + C, (3)

“Para la determinacién de las dos constantes de integracion deben prescribirse
condiciones de frontera” (Popov, 2000, p. 590) o de las condiciones impuestas en la
viga por sus apoyos, por ejemplo, en vigas con apoyos fijos y moviles la deflexion
es nula, obteniendo por cada apoyo una ecuacién que se utiliza para resolver las
constantes de integracion. En vigas con un empotramiento se tiene que la pendiente
y la deflexion son nulas, obteniendo dos ecuaciones para resolver las constantes
de integracion.

“Si se conoce la ecuacion de la eldstica, las otras cantidades fisicas de esa viga se
determinan por derivaciones sucesivas” (Fitzgerald, 2010, p. 189). Hay situaciones
donde una viga soporta una carga distribuida w(x) y la curva eldstica puede
encontrarse al realizar cuatro integraciones sucesivas de la carga distribuida w(x),
por lo que la curva elastica es una ecuacion diferencial lineal de cuarto orden dado
por:

4

y

I@ = —W(X) (4)
Integrando la Ecuacién 4 de la carga distribuida se encuentra la ecuacion de la
fuerza cortante.

E

d3
Eld_x}?’l =V = f —w(x)dx + C; (5)

Si se integra la Ecuacion 5 de la fuerza cortante se encuentra la ecuacion del
momento flector.
d%y

EIE =M(x) = —fdxj w(x)dx + C;x + C, (6)

1.1 Caso estudio

Una viga en voladizo se carga como se muestra en la Figura 1 y también como
encontrar la ecuacion de la pendiente y la curva elastica en los dos tramos de la
viga, la deflexién maxima y la pendiente de la viga en el punto B.
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Figura 1. Diagrama de cuerpo libre de la viga con cargas externas

N|E

N

Fuente: elaboracion propia.

Las fuerzas aplicadas a la viga pueden verse en la Figura 2.

Figura 2. Diagrama de cuerpo libre de la viga con cargas externas e internas

w

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 3 se indican las fuerzas que actan en la viga.
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Figura 3. Diagrama de cuerpo libre con cargas internas y
concentracion de fuerzas distribuidas en la viga AC

wa

N
IR

Fuente: elaboracion propia.

Para determinar las reacciones de la viga es necesario utilizar las ecuaciones de

equilibrio. Al aplicar la ecuacion de equilibrio de momentos en la viga en el punto
A se tiene:

+0aY My =0
a
e+ () () ()« 245 ) =0

Despejando el momento del empotramiento en el punto A se obtiene:

a

= e+ ()= [(3)- Q)] o+

me= "5 () ()

2 4 4
wa® ,way /5a
Ma=-(3)* ()
_wa®  5wa?
AT 216
El momento del empotramiento en el punto A es:
3wa?
M, = (7)
A7 16

Aplicando la ecuacion de equilibrio de fuerzas verticales en la viga se tiene:
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+T Z FY =0
A T
J— * —_—% = =
y —W*xa P
Despejando la componente de fuerza vertical del empotramiento en el punto A
se obtiene:

A wa
y = wa 7

3wa (8)

e
Para determinar la curva elastica en cualquier tramo de la viga es necesario realizar
las secciones o cortes de cada segmento de la viga, en las que se encontrara la fuerza
cortante y el momento flexionante en cada tramo de la viga. Al realizar las secciones
o cortes se elige la porcidon que posea la menor cantidad de fuerzas, en la Figura 4
se muestran las secciones a realizarse en la viga.

Figura 4. Secciones a realizar a los tramos de la viga

-—— e - -

, B d

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 5 se indican las fuerzas que actiian en el segmento izquierdo realizado
en la seccion 1-1 de la viga.
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Figura 5. Diagrama de cuerpo libre de la porcion izquierda
de la viga al realizar la seccion 1-1

w

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 6 se indican las fuerzas que actuan en el segmento izquierdo realizado
en la seccion 1-1 de la viga.

Figura 6. Diagrama de cuerpo libre de la porcion izquierda de la viga
con fuerzas concentradas al realizar la seccion 1-1

wXx

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 7 se indican las fuerzas que actian en el segmento derecho realizado
en la seccion 1-1 de la viga.



CaPITULO 1. DEFLEXION EN VIGAS PROBLEMAS RESUELTOS

Figura 7. Diagrama de cuerpo libre de la porcion derecha
de la viga al realizar la seccion 1-1

w

N
N

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 8 se indican las fuerzas que acttan en el segmento derecho realizado
en la seccion 1-1 de la viga.

Figura 8. Diagrama de cuerpo libre de la porcion derecha
de la viga con fuerzas concentradas al realizar la seccion 1-1

wa

2

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar la variacion del momento flexionante en la seccion 1-1 de la viga se
elige el tramo izquierdo de la seccién 1-1. Aplicando la ecuacién de equilibrio de
momentos en el punto de corte para la seccién 1-1 en la viga se tiene:
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+OYM =0
X
MA_(AY)*(X)+(W*X)*(§)+M=0

Al reemplazar las ecuaciones 7 y 8 del momento y la componente de fuerza vertical
del empotramiento en el punto A en la ecuacion del momento flector en el tramo
1-1, se encuentra:

My = (Ay) * () + (wxx) « (5) + M =0
3;\,:2—(B‘Za)*(x)+(w*x)*(g)+M=0 )

Despejando de la Ecuacion 9 del momento flector en el tramo 1-1 se tiene:

3wa®? 3wax wx?
=_ — (10)
M 6 ' 2 2

Al integrar la Ecuacién 10 del momento flector en el tramo 1-1 se encuentra la
ecuacion de la pendiente de la curva elastica en el tramo.

dy
EI& = f M(x)dx + C;

3wa? 3wax wx?
Ele(x)zf — e dx

9()_J 3wazd+J3W3Xd+J wx? it C
X) = T & 5 X+C;

3wa?x  3wax? wx®

3wa’x  3wax? wx®
EIG(X) = — 16 + 3 —T+C1 (11)

Seintegra la Ecuacion 11 de la pendiente en el tramo 1-1y se encuentra la ecuacion
de la curva eldstica en el tramo.

Ely(x) = f U M(x)dx + Cl] dx + C,

3wa?x 3wax? wx?®
EIy(x)=J - + 225 2 b )dx+ G,

16 8 6

3wa’x 3wax? wx3
EIy(X)=f BT dx+f 8 dx+f 5 dx+fC1dx+C2

4

3wa’x? 3wax® wx

EIy(x)=—16*2+ 873 —6*4+C1X+C2
3wa’x? 3wax® wx?
Ely(x) = — 32 + o —7+Clx+C2 (12)
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En la Figura 9 se indican las fuerzas que actiian en el segmento izquierdo realizado

en la seccion 2-2 de la viga.

Figura 9. Diagrama de cuerpo libre de la porcion izquierda
de la viga al realizar la seccion 2-2

w

Ay a | ox-a
T -

i

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 10 se indican las fuerzas que acttan en el segmento izquierdo realizado

en la seccién 2-2 de la viga.

Figura 10. Diagrama de cuerpo libre de la porcion derecha de la viga
con fuerzas concentradas al realizar la seccion 2-2

wa

|

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 11 se indican las fuerzas que actiian en el segmento derecho realizado

en la seccion 2-2 de la viga.
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Figura 11. Diagrama de cuerpo libre de la porcion
derecha de la viga al realizar la seccion 2-2

C
r+—{— ]
M \'

X
s EEEE—

N|E

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 12 se indican las fuerzas que actan en el segmento derecho realizado
en la seccion 2-2 de la viga.

Figura 12. Diagrama de cuerpo libre de la porcion derecha de la viga
con fuerzas concentradas al realizar la seccion 2-2

C

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar la variacién del momento flexionante en la seccion 2-2 de la viga
se elige el tramo derecho de la seccion 2-2. Aplicando la ecuacidn de equilibrio de
momentos en el punto de corte de la viga para la seccion 2-2 se tiene:

+OXM =0

w X

— 2« (2) = 13
M+(2)*(2)_0 (13)

Despejando de la Ecuacion 13 del momento flector en el tramo 2-2 se tiene:

wx?

M(x) = - (14)

Al integrar la Ecuacién 14 del momento flector en el tramo 2-2 se encuentra la
ecuacion de la pendiente de la curva eléastica en el tramo.
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El— 4y fde+c3

wx?
EIQ(X) = f (T) dx + C3

3

EI9(x) = —— + ¢
(x) = 4*3"' 3
3
EIf(x) = %+ Cs (15)

Se integra la Ecuacion 15 de la pendiente en el tramo 2-2 se encuentra la ecuacién
de la curva eldstica en el tramo.

Ely(x) = J U M(x)dx + C3] dx +C,

wx3
EIy(x)=f F+C3 dx +C,

wx?
Ely(x) = f?dx +fC3dx +C,

4—

124
4

wx
Ely(x) =——+C3x +C, (16)

Ely(x) = + C3x + C,

Para determinar las constantes de integracion relacionadas en las ecuaciones de
pendiente y curva eldstica en cada tramo es necesario conocer y reemplazar en
estas las condiciones de frontera de la viga.

Como la viga en el punto A siempre hace contacto con el empotramiento, las
condiciones de frontera de deflexion en el punto A es nula y la pendiente de la
curva eldstica en ese punto sea horizontal lo que hace que su pendiente sea nula.
Ademas en el punto B “en los tramos de elastica deben tener la tangente comun
en el punto de aplicacion de la carga” (Timoshenko, 1997, p. 135), por lo que la
pendiente un momento antes del punto B y después de este es la misma, lo mismo
ocurre con la deflexion en el punto B, véase la Figura 13.
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Figura 13. Condiciones de frontera de deflexion y pendiente de la viga

R |

B ~d o}
Fuente: elaboracion propia.
Las condiciones de frontera de la viga en el punto A son:
0, =0 (17)

ya=0 (18)

En el punto A de la viga existe un empotramiento en el que la pendiente de la curva
elastica es nula, por lo que para x = 0 se tiene 6 = 0 y al reemplazar la Ecuacion 17
de condicidn inicial en la Ecuacién 11 de la pendiente de la curva elastica en el
tramo AB se tiene:

3wa’x  3wax? wx

ElI6 =— ——+C
@) 6 ' 8 6 th
140 3wa2>l=0+3wa*O2 w*03+C
x ()= — _
16 8 6 !
0=Cl

Por lo que la primera constante de integracion es nula.
C,=0 (19)

Ademas, en el punto A existe una condicion inicial de deflexion nula, por lo que
para x = 0 se tiene y = 0 y al reemplazar la Ecuacién 18 de condicién inicial en la
Ecuacion 12 de la curva elastica en el tramo AB se tiene:
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3wa?x?  3wax® wx*

Ely() = ————+—— 5+ (x + G
E1*0=—3wa2*02+3wa*03—w*04+Cl*0+C2
32 24 24
0=0,

Por lo que la segunda constante de integracion es nula.
C, = 0(20)

En el punto B, la pendiente en el tramo AB de la viga es la misma que en el tramo
BC, por lo que para x = a y reemplazando la Ecuacién 11, la pendiente en el punto
B un momento antes de este en el tramo AB es:

EI00) = — 3wa’x N 3wax? B @ i
16 8 6
Bl + 05 = _3wa2*a +3wa*a2 _w*a3+O
16 8 6
B 3wa® 3wa® wa®
BOs == *t—% ~ ¢
3
EI0; = % 1)

Al reemplazar el valor de la variable independiente para el punto B de la seccion
2-2delavigadex = % en la Ecuacion 15 la pendiente en el punto B, un momento
antes de este en el tramo BC, es:

3

WX
EIG(X) = ﬁ + C3

we(3)
12

wa’

EI*9§=%+C3

El* 0} = +Cy

3

EIO} = % +Cy (22)

La pendiente en el punto B, un momento antes de este en el tramo AB, es igual a la
pendiente en el punto B un momento antes en el tramo BC. Al igualar las ecuaciones
21y 22 de la pendiente en el punto B en los dos tramos se tiene:
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28 96 T O3
_wa3 wa’

=78 96

Por lo que la tercera constante de integracion es:

wa?
Cs = o (23)
Ademas en el punto B, la deflexion en el tramo AB de la viga es la misma que su
tramo BC y al reemplazar el valor de la variable independiente para el punto B de
x =aylas ecuaciones 19y 20 de la primera y segunda constante de integracién en la
Ecuacion 12, la deflexion en el punto B un momento antes de este en el tramo AB es:

3wa?x? 3wax® wx?

32 T T2s o TOx G

3wa’*a? 3wax*a® w=+a

Ely(x) = -

4

El+yg = — BT +0%a+0
- 3wa* +3wa4 wa*
* = — — — — —
Ve 32 24 24
wa*
El* 5 = — 5 (24)

Como para la secciéon 2-2 de la viga el origen coordenado se ubicé en el punto
C, al reemplazar el valor de la variable dependiente para el punto B de x = % yla
Ecuacién 23 de la tercera constante de integracion en la Ecuacion 16, la deflexion
en el punto B un momento antes de este en el tramo BC es:
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wx*
EIy(X) = E + C3X + C4

—_ 3
16 wa a
E“Y§22§*<BE>*G)+%

wa*  wa?

768 | 192 + G

4
+

5w
EI*yBZW‘FCA}

El+yg =

(25)

La deflexion en el punto B un momento antes de este en el tramo AB es igual a la
deflexion en el punto B un momento antes en el tramo BC. Al igualar las ecuaciones

24y 25 de la deflexion en el punto B en los dos tramos se tiene:
4

~ wa
Elxys =—5¢
wat
Elys = 55
.  5wa?
Elxyg = 768 + Gy
wa*
wa?

96 768 Ca
c wa*  Swa*
4 96 768

Por lo que la cuarta constante de integracion es:
4
13wa (26)
768

Al reemplazar la Ecuacion 19 de la primera constante de integracion en la Ecuacion
11 de la pendiente de la curva eldstica en el tramo 1-1 se tiene:

C4_=_

3wa?x 3wax? wx®

EIG(X)=— 16 + 8 _T+C1
C1 = 0
3wa’x  3wax? wx® (
=_ 20 17 27)
EI0(x) 16 + P 3

15
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Al sustituir las ecuaciones 11 y 12 de la primera y segunda constantes de integracion
en la Ecuacion 12 de la curva elastica en el tramo 1-1 se encuentra:

4

3wa’x? +3wax3 WX

C1 = 0
C2 = 0
3wa®x? 3wax® wx?
By =-—3—+—2 28)

Sise cambia en la Ecuacion 23 de la tercera constante de integracion en la Ecuacion
15 de la pendiente de la curva elastica en el tramo 2-2 se logra:

wx?3
EIO(x) = —+C3

12
c _wa3
37 96
wx®  wad
=t — 29
EIB(x) PIRT: (29)

Sustituyendo las ecuaciones 23 y 26 de la tercera y cuarta constantes de integracion
en la Ecuacion 16 de la curva elastica en el tramo 2-2 se encuentra:

wx*
EIy(X) = E + C3X + C4

c _wa3
37 96
c o= 13wa*
T 768
wx* wa3x 13wa*
EI = - (30)
Y& =28+t 96 " 7es

Para encontrar la deflexién maxima es necesario encontrar las posiciones en la viga
donde la pendiente de la curva elastica es nula, para ello hay que analizar si en los
tramos de la viga hay varios puntos de pendiente nula y, si existen, encontrar la
deflexion en cada punto y proceder a comparar entre si cual es la maxima deflexion.
Haciendo nula la pendiente en la Ecuacion 27 de la pendiente de la curva elastica
en el tramo 1-1 se tiene:

3wa?x 3wax? wx

e A e
EL+ 0 3wa’x N 3wax? wx3
* = - —_——
16 8 6
0o 3wa?x N 3wax? B wx?3 31)
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Factorizando en la Ecuacion 31, donde se hizo la pendiente de la curva elastica en
el tramo 1-1 nula, se logra:

3wa?x 3wax? Wwx

16 tT8 "5 0
wx (3a%  Bax ¥\ (32)
2 8 4 3

En la Ecuacion 32, donde se hizo la pendiente de la curva elastica en el tramo 1-1
nula, se presentan dos soluciones de pendiente nula, la primera solucion es:

Esta solucion conduce a una aseveracion, pues en el punto A en la viga donde la
coordenada de posicion es nula x = 0 en el que se encuentra el empotramiento y
el valor de la pendiente es nula. La otra solucién donde la pendiente es nula es:

3a? 3ax x?

—_ ———:0

8 4 3

Esta es una ecuacion cuadratica y organizando la ecuacion cuadratica se tiene:

x? 3ax 3a®

373 vy =0 (33)
Dicha ecuacidn cuadratica es de la forma:
ax?+bx+c=0 (34)
La solucidn de la Ecuacién cuadratica 34 es:
—b + Vb2 — 4ac (35)

X1-2 = 02

Al comparar la Ecuacion cuadratica 35 con la Ecuacion 33 donde la pendiente es
nula se tiene:
ax?+bx+c=0
x? 3ax 3a*

T4 -0

3 4 8

Los valores de las constantes a, b y ¢ son:
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Reemplazando en la Ecuacién 35 de la solucion a la ecuacion cuadrética los valores
de las constantes a, b y ¢, se encuentra:

—b + Vb2 — 4ac
o = ——
3a 322 1 3a2
_‘(—T)iJ(‘T) ~**3*78
X1-2 = 1
2*§
X1-2 = 2 (36)
3

X1 =

(38)

Para los dos valores encontrados, 37 y 38, donde la curva elastica tiene pendiente
nula, el primer valor para x; = > es mayor que la longitud del tramo AB que es de

2
x = a, por tal motivo en dicho punto no existira una deflexién maxima y el segundo
3 . 3
valor, x, = f, es un punto localizado a:a ala derecha del punto A donde se puede
tener una maxima deflexion. Al reemplazar la Ecuacion 38 de la ubicacion del punto

X, = % en la Ecuacion 28 de la curva elastica del tramo 1-1 se logra:
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3wa?x? 3wax® wx*

Ely(x) = — -
y() 32 24 24
2 3 4
3wa? * (E) 3wa * (E) Wk (E
Ely 3 =-— LA 4/ 04
x=3a 32 24 24
qwa « 222 gy« 2720 , 81a’
Ely 5 =— W "6  PWaTTea W' 256
x=3a 32 24 24
- 3 27wa* N 27wa*  27wa*
Ye=2a =™ T T512 512 2048
- 3 27wa*
Yee2a T T 2048

Por lo que la deflexion de la viga a una distancia de % ala derecha del punto A es:

27wa*
2048EI

y=-

El signo negativo en la deflexiéon de la viga en el punto ubicado a una distancia
de 22 a la derecha del punto A indica que la curva eldstica se encuentra en el eje
vertical negativo, por lo que la deflexion de dicho punto es hacia abajo. Ahora,
haciendo nula la pendiente en la Ecuacion 29 de la pendiente de la curva elastica

en el tramo 2-2 se tiene:

3

wx®  wa®
EIo(x) = F-l-%
El«0 = W—X3 + E
12 96
wx®  wa®
—+ % =0
wx3 wa’
12 T 96
. 12a8
96

La solucion de la Ecuacion 39 es:

(39)

El signo negativo en este valor indica que existe un punto de pendiente nula que
no existe en la viga. Como en la curva elastica solo existe un punto de pendiente
nula, ubicado a una distancia de 2 a la derecha del punto A, la deflexion en ese

27wa*

punto es la maxima deflexién con un valor absoluto es 2ZZ*2_
2048EI
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Para encontrar la pendiente de la curva elastica en el punto B se puede utilizar
la ecuacion de la pendiente del tramo AB o BC; si se utiliza la Ecuacion 29 de la
pendiente de la curva elastica en el tramo 2-2 se logra:

wa?
El0p = —

was
% = Z8m1

El'signo positivo de la pendiente de la viga en el punto B indica que la pendiente de
la curva eldstica en ese punto es manecillas contrarias al reloj tal como se muestra
en la Figura 13.

1.2 Caso estudio

Una viga simplemente apoyada se carga, como se muestra en la Figura 14, al
encontrar la ecuacion de la curva elastica en los dos tramos de la viga.

Figura 14. Diagrama de cuerpo libre de la viga con cargas externas

wW=Ww, sen(")

oI 111 11111 1111g%

Fuente: elaboracion propia.
Las fuerzas aplicadas a la viga pueden verse en la Figura 15.

Figura 15. Diagrama de cuerpo libre de la viga con cargas externas e internas

w=w sen(")

A B C

x TTTTTTTTTTTTT?

Ayl 3 ‘| 3 c

Fuente: elaboracion propia.
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Para encontrar la ecuacion de la deflexion en los tramos de la viga es necesario
encontrar la ecuacion de carga distribuida que soporta cada tramo, para ello es
necesario realizar las secciones o cortes de cada segmento de la viga para identificar
qué cargas actdan en cada tramo, en las que, ademas, se encontrard la fuerza
cortante, el momento flexionante, la pendiente y la ecuacion de la curva elastica
en cada tramo de la viga. Al realizar las secciones o cortes se elige la porcion que
posea la menor cantidad de fuerzas, en la Figura 16 se muestran las secciones a
realizarse en la viga.

Figura 16. Secciones a realizar en los tramos de la viga

1 w=wg,sen (E)
1 L

I1111]

3 7<—3—>‘

- | ——— -

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 17 se indican las fuerzas que actian en el segmento izquierdo realizado
en la seccion 1-1 de la viga.

Figura 17. Diagrama de cuerpo libre de la porcion izquierda
de laviga al realizar la seccion 1-1

W =w, sen (E)
L

Fuente: elaboracion propia.
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En la Figura 18 se indican las fuerzas que acttian en el segmento derecho realizado
en la seccion 1-1 de la viga.

Figura 18. Diagrama de cuerpo libre de la porcion derecha
de la viga al realizar la seccion 1-1

W =W, sen (“_Lx)

Y e e e
A N I S

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar la variacion de la carga distribuida en este tramo se eligi6 la porcion
izquierda de la seccion 1-1. La ecuacion de carga distribuida para el tramo AB esta
dada por la ecuacion diferencial lineal de cuarto orden.

d*y
EIE = —W(X)
d* X W,
Eld—i’ =—wosen(L)+70 (40)

Integrando la Ecuacion 40 de la carga distribuida en el tramo, se encuentra la
ecuacion de la fuerza cortante.

d3
Eld—}; = J —w(x)dx + C;

d3 f[ wosen )+7]dX+C1

Elﬁ J.[ wosen )dx+—dx]+C1
X Wy
Ed3 J’ wosen( )dx+f7dx+C1 (41)
Para resolver la integral trigonométrica senoidal se hace el cambio de variable:
f —W, sen ( % ) dx (42)
X
u=—

L
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Derivando la nueva variable se encuentra:
T

du = de
L

dx = —du
i

Reemplazando la nueva variable en la integral trigonométrica se logra:

X L
f —w, sen (T) dx = f —Wj senu * ;du

X wyL
f—wosen(T)dx = —Tfsenudu

X wyL
f —W, sen (T) dx = — TO (—cosu)

f —W, sen (%) dx = W—OL cosu
f —w, sen (an) dx = WTOLCOS (an) (43)

Al sustituir la Ecuacion 44 de la solucién de la integral trigonométrica en la
Ecuacion 41 de la fuerza cortante en el tramo y resolver la integral de la carga
uniformemente distribuida se encuentra:

Wo
J- wosen dx+f7dX+C1

d3y  wyL X\  WgoX 44
@ = oS ( ) ( )

= 4C
L)t th

Al integrar la Ecuacion 44 de la fuerza cortante en el tramo se encuentra la ecuacion
del momento flector.

d’y

El Frche V(x)dx + C,
d’y _
El— Frehe dxf[w(x)+C1]dx+C2
wox
f[—cos +C]dx+C2

d? wyL
Eld—X};:f Tocos( )dx+ dX+C1dX]+C2

EI— U’—cos dx+f¥dx+fcldx] +C, (45)
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Para resolver la integral trigonométrica cosenoidal se hace el cambio de variable:

wyL X
—2= cos ( ) dx (46)
T
nx
R

Derivando la nueva variable se encuentra:

du=—d

u—L X
L

dx = —du
TT

Si se sustituye la nueva variable en la integral trigonométrica se logra:

wyL X wyL L
—cos(— dx = | —cosu*—du
b1 i i

wyL X wol L
—Ocos(—)dxz 0 *—fcosudu
b1 m T

L
W—OLcos (%) dx = Wo senu
WTOLCOS (%) dx = WT(;ZLZ sen (%) (47)

Al cambiar la Ecuacion 47 de la solucion de la integral trigonométrica en la Ecuacion
46 del momento flector en el tramo y resolver las otras integrales que se encuentran

en esta se logra:
WX
U—cos dx+f7dx+fcldx]+cz

d’y  w,l2 Xy Wox?
EI@ = sen(T)+2 2+C1x+C2
d?y  wyl? Xy WoX?
Bl 7z =—7sen (T) 4+ Gx+ G (48)

Al integrar la Ecuacion 46 del momento flector en el tramo, se encuentra la ecuacion
de la pendiente.
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EI— fM(X)dX+C3
EI— fdxf [V(x) + C,]dx + C4

d w,L? Xy WoX>
EI—y=f[1: sen(T)+ 1 +C1X+C2]dX+C3

<2
dx + Cyxdx + Czdx] +Cs

woL2 X wox?
f 2 sen (T) dx+f
Utilizando la Ecuacion 43 de la solucion de la integral de la funcién trigonométrica
senoidal y reemplazando en la Ecuacién 47, se encuentra:

[R s ()= ()

f W:T)ZLZ sen (%) dx = — w123L3 cos (%) (50)

dx + f Cyxdx +fC2dx] + Cs (49)

Se reemplaza la Ecuacién 43 de la solucién de la integral trigonométrica en la
Ecuacién 46 del momento flector en el tramo y resolver las otras integrales que se
encuentran en esta se logra:

wox?
EIO(x) = U sen dx+f 2
2

w, L3 Xy  Wox>  Cyx
EIo(x) = — 0 cos(—)+ S + Cy,x + Cs

dx+fC1xdx+fC2dx] +C;

3 L 4 %3 2
woL3 Xy WoxS  Cyx?
EI6(x) = — 5 Cos (T) + 12 + > + Cyx + C3 (51)

Se integra la Ecuacion 51 de la pendiente en el tramo y se encuentra la ecuacién
de la deflexion.

Ely(x) = f [f M(x)dx + C3] dx + C,

wol3 Xy wox®  Cyx?
Ely(x):f 3 cos(T)—i- 12 +T+C2X+C3 dx + C,
wox3 Cyx?
Ely(x) = f COS dx +— B —dx+ de + Cyxdx + Czdx| + Cy

W0L3 X wox® C,x?
Ely(x) = f— p cos(T) dx+J 12 dx+f > fczxdx+fc3dx +C (52)
Al reemplazar la Ecuacion 47 de la solucién de la integral trigonométrica en
la ecuacion 52 de la deflexion en el tramo y resolver las otras integrales que se

encuentran en esta se logra:
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f_w;,g[? cos(?)dx = —E—Z*W:;‘zsen(¥)

J — wﬁf cos (%) dx = — WEF sen (%) (53)

Al sustituir la Ecuacion 47 de la solucion de la integral trigonométrica en la
Ecuacién 52 de la deflexion en el tramo y resolver las otras integrales que se
encuentran en esta se logra:

wolL3 X wox3 C,x?
EIy(x)=f— = COS(T)dX+f 12 dx+J- > dx+fC2xdx+fC3dx

woL* (nx) woxt  Cx3 Cyx

2

woL* mxy  wox*  Cx3 Cyx?
sen ()

+ 18 c 5 + C3x+ C, (54)

En la Figura 19 se indican las fuerzas que acttian en el segmento izquierdo realizado
en la seccion 2-2 de la viga.

Figura 19. Diagrama de cuerpo libre de la porcion izquierda
de la viga al realizar la seccion 2-2

W =w, sen %)

Pt

W,

A| 2L x. L 3
YlA ? o 3

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 20 se indican las fuerzas que acttian en el segmento derecho realizado
en la seccion 2-2 de la viga.
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Figura 20. Diagrama de cuerpo libre de la porcion derecha
de la viga al realizar la seccion 2-2

=
<
—>
—
—
—
SE

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar la variacion de la carga distribuida en este tramo se eligio la porcion
derecha de la seccion 2-2. La ecuacion de carga distribuida para el tramo BC estd
dada por la ecuacion diferencial lineal de cuarto orden.

dty
EI@ = —W(X)
4
EI% - % (55)

Integrando la Ecuacién 55 de la carga distribuida en el tramo se encuentra la
ecuacion de la fuerza cortante.

d3
Eld—X}; = f —w(x)dx + Csg
d3 w
Eld_XZ = TOdX + C5
d3
EId_XZ = % + C5 (56)

Al integrar la Ecuacion 56 de la fuerza cortante en el tramo se encuentra la ecuacion
del momento flector.
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d’y

El Frche V(x)dx + Cg4
d?
EI d}; dxf [w(x) + Cs] dx + Cq4
Eldzy— YoX L )dx+c
E (2 + 5) X + Cq
1Y [ (Y% gy 4 Codx) +
dx? (T X + 5 X)+ 6
d?%y WX
EIE=ITdX+J‘C5dX+C6
d?y  wyx?
Elw—mﬁ'csxﬁ'cs
d?y  wyx? 57
EIF=T+C5X+C6 (57)

Si se integra la Ecuacién 57 del momento flector en el tramo se encuentra la
ecuacion de la pendiente.

EIo(x) = JM(X)dX +C,

dy Wox2
EI_=f 4 +C5X+C6 dX+C7

dx
dy wex®  Cgx?

B~ 2:3 772
wox®  Cgx?
EIO(x) = — >+ ——+ Cex + G (58)

Al integrar la Ecuacion 58 de la pendiente en el tramo se encuentra la ecuacion
de la deflexion.

Ely(x) = J- U M(x)dx + C7] dx + Cg

wox®  Cgx?
EIY(X) = f + -+ CGX + C7 dx + CB

12 2

wox* C5x3 Cex

12 = 4 2%3 + 2
wox? N Csx3  Cex?
48 6 2

2
Ely(x) =

+ Cyx + Cg

Ely(x) =

+ Cyx + Cg (59)

Para determinar las constantes de integracion relacionadas en las ecuaciones de
de fuerza cortante (momento flector, pendiente y curva eldstica en cada tramo)
es necesario conocer las condiciones de frontera de la viga. Las condiciones de
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frontera de la viga son: en el punto A de la viga existe una articulacion en la que el
valor del momento flector y la deflexion es nula, por lo que:

M, = 0 (60)

ya=0 (61)

Ademas, la fuerza vertical que le ejerce el apoyo A a la viga es la condicién inicial
de la fuerza cortante en el punto A. En el punto C de la viga existe una articulaciéon
en la que el valor del momento flector y la deflexién es nula, por lo que:

M =0 (62)
yc=10 (63)

Ademas, la fuerza vertical que le ejerce el apoyo C a la viga es la condicién inicial
de la fuerza cortante en el punto C. En el punto B la pendiente en el tramo AB de
la viga es la misma que en el tramo BC de la viga, asi como la deflexion en el tramo
AB de la viga es la misma que en el tramo BC de la viga, véase la Figura 21.

Figura 21. Condiciones de frontera de deflexion y pendiente de la viga

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar las constantes de integracion se procede a reemplazar cada condicion
inicial en las ecuaciones que relacionan a estas. Al reemplazar la Ecuacién 60 de
condicion inicial de momento flector nulo en el punto A de la viga donde x = 0,
en la Ecuacidn 48 perteneciente al tramo AB, se tiene:

_ wl? Xy  Wox?
M(x) = -z sen (T) + 2 +Cx+C,

1'[*0) wy * 02
4
0=C2

+C x0+Cy
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Por lo que la segunda constante de integracion es nula.
C,=0 (64)

Si se sustituye la Ecuacion 61 de condicion inicial de deflexién nula en el punto
A de la viga donde x = 0, en la Ecuacion 50 perteneciente a la deflexion del tramo

AB, se tiene:
_ wolt mxy  wox?  Cx® Cx?
Ely(x) = — o sen (T) 18 A + > + C3x+Cy
W0L4 T *0 Wy * 04 C1 * 03 Cz * 02
EI*0=—TI4 sen( L )+ 13 + 6 + > +C3x0+Cy

0= C4
Por lo que la cuarta constante de integracion es nula.

Al cambiar la Ecuacion 62 de la condicidn inicial de momento flector nulo en el
punto C de la viga donde x = 0, en la Ecuacidn 55 perteneciente al momento flector
del tramo BC, se logra:

2

WpX
M(x) = + Csx + Cq
W0*02
0= +Cs %0+ Cq
4
0=C6

Por lo que la sexta constante de integracion es nula.
Ce=0 (66)

Si se reemplaza la Ecuacion 63 de la condicién inicial de deflexion nula en el punto
C de la viga donde x = 0, en la Ecuacion 57 perteneciente a la deflexion del tramo
BC, se encuentra:

4 3 2
_owex® | Cex® CeX
Ely(x) = 8 + A > + Cyx+ Cg
EI*0 W°*04+C5*03 C6*02+c 0+C
* = *
48 6 2 7 8

0= Cg
Por lo que la octava constante de integracion es nula.

Co=0 (67)
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Para utilizar las condiciones de frontera de fuerza vertical que ejerce el apoyo Ay C
es necesario encontrar dichas reacciones. Para encontrar las reacciones que ejerce
la articulaciéon ubicada en el punto A y el rodillo ubicado en el punto C a la viga,
es necesario concentrar la carga distribuida senoidal. “La carga distribuida sobre
el tramo de la viga se representa, por tanto, como un sistema de fuerzas paralelas
en namero infinito y que actiian en elementos diferenciales de drea separados A”
(Hibbeler, 2006, p. 464), por lo que la magnitud de la carga concentrada es igual
al area comprendida bajo la curva de carga y se evalua eligiendo un elemento
diferencial de forma rectangular de base dx y altura w, véase la Figura 22.

Figura 22. Elemento diferencial para obtener la magnitud
de la carga distribuida

Fuente: elaboracion propia.

El médulo de la fuerza ejercida sobre el elemento diferencial de la viga de longitud
dx es:

dW = wdx

Para concentrar la carga distribuida y encontrar la carga total que soporta de la
viga se utiliza la ecuacion:

J- dA = J- wdx (68)
Integrando la Ecuacion 68 de la carga distribuida se encuentra:

fwdx = J-wo sen (%) dx (69)

Al sustituir la Ecuacion 43 de la solucion de la integral trigonométrica en la
Ecuacion 69 de la carga distribuida senoidal se logra:

f W, sen (%) dx = — WTOL cos (%) (70)
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Al reemplazar los limites de la integral se tiene la magnitud de la carga distribuida
senoidal.

L
_ Wl g (H*O)
fwd = 0s 3 cos 3
wyL 2
J-wd =—— [COS (—) — cos O]

i 3

wyL 1

fwdx =—— |- =- 1)
T 2
3wyl
jwdx =& (71)

2m

“La ubicacion de la resultante de la carga concentrada esta localizada en el
centroide del area comprendida bajo la curva” (Meriam, 2002, p. 265) y se
encuentra con la ecuaciéon del momento de primer orden respecto al eje w
del area comprendida bajo la curva de carga.

AX = f X 0A (72)

La ubicacion del centroide X del elemento diferencial coincide con la variable
dependiente x, vease la Figura 23, y al reemplazar en la Ecuacién 72 se tiene:

Figura 23. Ubicacion del centroide de la carga distribuida

W =W, sen (E)
L

Fuente: elaboracion propia.
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AX = fxwdx
AX = fxwosen( )dx

AX = w, f xsen (T[X) dx (73)

La integral que se relaciona en la Ecuacién 73 es una integral que se resuelve por
partes, cuya solucion es:

wv — [ vau (74)

Para la solucion de esta integral se hace:
U=x (75)
du = dx (76)

fdv— fsen )dx (77)

Al sustituir la Ecuacion 43 de la solucion de la integral trigonométrica en la
Ecuacion 77 se encuentra:

vV=— % cos (%) (78)

Al reemplazar las ecuaciones 75, 76 y 77 en la solucion de la integral por partes de
la Ecuacién 74 se logra:

AX = w, {x [— %cos (%)] - f —%cos (?) dx}
AX = w, [— %COS (%) + %f cos (%) dx] (79)

Al sustituir la Ecuacion 47 de la solucion de la integral trigonométrica en la
Ecuacion 79 del momento de primer orden respecto al eje w del area comprendida
bajo la curva de carga se tiene:

AX = w, [—%cos (B) + % * %sen (E)]

L L
AX = w, [—%cos (%) + 1E—zzsen (?)] (80)

Al reemplazar los limites de la integral en la Ecuacién 80 se encuentra el primer
momento de inercia.
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L0 (n*0)+L2 (n*O)
—cos|— —sen(—
_ 212 2m L2 2m
AX = w, — 3 o8 <?> + —zsen <?> —[0]

o [ 2 ()

3 2m?
2
i 3 2m

Al reemplazar las ecuaciones 71 y 81 del area bajo la curva de la carga distribuida
y el primer momento de primer orden respecto al eje w del area comprendida
bajo la curva de carga en la Ecuacion 74 de la ubicacion del centroide de la carga
distribuida se tiene:

AX = fiaA
3woL _ wol?/1 V3
* = —_——
o ™ \3 2w
Por lo que la ubicacion de la carga concentrada es:
wol? (1_ V3
B ™ \3 2w
X= 3WOL
2m
_2L(1 V3
Y33
X = 0.04L

En la Figura 24 se indican las fuerzas que acttian en la viga.
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Figura 24. Diagrama de cuerpo libre con cargas internas y concentracion
de fuerza distribuidas en la viga AC

3wel
21
A B C
Ay —>
I 0.04L 0.46L | 0.5L J
A, wol y
2

Fuente: elaboracion propia.

Para determinar las reacciones de la viga es necesario utilizar las ecuaciones de
equilibrio. Al aplicar la ecuaciéon de equilibrio de momentos en la viga en el punto
A se logra:

+‘AZMA =0

_ (3""12]‘) + (0.04L) + (% #1) * (0.51) + (Cy) * (1) = 0

W;’L) « (0.5L) + (Cy) * (L) = 0

—0.019woL2 + 0.25woL2 + CyL = 0
0.23wol2 + CyL = 0
Cy = —0.23w,L (82)

—(0.48w,L) * (0.04L) + (

Aplicando la ecuacion de equilibrio de fuerzas verticales en la viga y reemplazando
la Ecuacion 82 de la componente vertical de fuerza en el punto C se tiene:

3wyl W
AY—( o )+(7*L)+CY_0

Ay + 0.023woL + (=0.23woL) = 0
Ay — 0.21w,L = 0
Ay = 0.21w,L (83)

El valor encontrado de la fuerza vertical que le ejerce el apoyo A a la viga es la
condicion inicial de la fuerza cortante en el punto A y al reemplazar la Ecuacién 83
de la componente de fuerza vertical que le ejerce el rodillo en el punto A a la viga
donde x = 0 en la Ecuacidén 46 de la fuerza cortante del tramo AB, se encuentra la
primera constante de integracion.
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ady - V(
dx3 X)

_ wylL Xy  WpX
V(X) = TCOS (T) + T + C1

A _ wolL (n*0)+w0*0
YT ST 2

+ Cy
WoL
0.21woL = TCOSO +C

0.21wol = 2l 4c
2 1lWol = = 1
C1 = _0.11WOL
Por lo que la primera constante de integracion es:
C1 = _0.11WOL (84)

El valor encontrado de la fuerza vertical que le ejerce el apoyo C a la viga es la
condicidn inicial de la fuerza cortante en el punto Cy al reemplazar la Ecuacién 82
de la componente de fuerza vertical que le ejerce la articulacién en el punto Cala
viga donde x = 0 en la Ecuacion 56 de la fuerza cortante del tramo BC se encuentra
la quinta constante de integracion.

d3y
EI K = V(X)

WX
V(x) = T + Cs

wy * 0
CY: 2 +C5

_023WOL = CS

Por lo que la quinta constante de integracion es:
Cs = —0.23w,L (85)

Para utilizar la condicién inicial de que la pendiente en el punto B del tramo AB
de la viga es la misma que en el tramo BC de la viga. Al reemplazar la posicién
del punto B donde x = % en el tramo AB, asi como las ecuaciones 84 y 64 de la
primera y segunda constante de integracion en la Ecuacion 49 de la pendiente del
tramo AB, la pendiente del punto B un momento antes de este en el tramo AB es:
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o owl? mxy  wox®  Cyx?
EI6(x) = — = oS (T) B + > +Cyx+Cy
2L R )
Elo- w3 ), W <2L) N (=0.11w,L) <2L) vo.2lc
= —— —_—x | — _— | — * —
B = |\ TL 12°\3 2 3 3 T
Elo= wol2 (211) L Wo 813 N (=0.11w,L) 412 .
= —— o —_— — -_ % —
B e B3 T2 27 2 g T
Elo= wol3 ( 1) 2wol? 11w, L3 Le
= % —= —
B 3 2 81 225 3
EI05 = —0.0081woL2 + Cs (86)

Al reemplazar la posicion del punto B para x = g en el tramo BC, asi como las
ecuaciones 85y 66 de la quinta y sexta constante de integracion en la Ecuacion 58,
la pendiente en el punto B un momento antes de este en el tramo BC es:

dy wox® Csx?

& - 12 2 + C6X + C7
3 2
WX Csx
Elo} = D + 5 + Cex + Cy

EIo} =

wo /L\?  (=0.23wgL) /L\?
G)

E* 2 —) +C6*0+C7

3
Wo L3 2 3W0 L3

Elot = -
B=322 1800 T’
157w, L3 (
i il 87)
ElOs 16200 7

Al igualar las ecuaciones 86 y 87 de la pendiente del punto B por la izquierda y por
la derecha se encuentra:

EI05 = —0.0081w,L3 + C,

EI0% = — 157w, L3 ‘e
16200
—0.0081wol3 + C3 = _ 157wol? +C,
16200
C; — C3 = 0.0016w, L3 (88)

Para utilizar la condicién inicial de que la deflexion en el punto B del tramo AB de la
viga es la misma que en el tramo BC de la viga. Al reemplazar la posicion del punto
B dondex = 23—L en el tramo AB, asi como las ecuaciones 84, 64 y 65 de la primera,
segunda y cuarta constante de integracion en la Ecuacion 50 de la curva elastica del
tramo AB, la deflexion del punto B un momento antes de este en el tramo AB es:
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o wlt Xy wox*  Cix3 Cpx?
Ely(x) = — & sen (T) + 18 3 + > +C3x+Cy
2L 2Ly* 2L\? 2L\2
SPTRNEE R INCITSEC I N
=_ £ (22
B m N T 48 6 2 3*\3
_ woL* 2my  wy 16L*  (=0.11w,L) * 813 2LC,
El8g = ——_—sen (—) =¥ TS
m* 3 48 81 162 3
L* 3 L* 11wyl3® 2LC
EISg = — -2 & 3) Wl 11wy +—
fisd 2 243 2025 3

2LC
EIS; = 0.010w,L* + == (89)

Al reemplazar la posicion del punto B donde x = 15“ en el tramo BC, asi como las
ecuaciones 85, 66 y 67 de la quinta, sexta y octava constante de integracion en la
Ecuacion 59 de la curva elastica del tramo BC, la deflexion del punto B un momento

antes de este en el tramo BC es:

4 3
wox*  Csx®  Cgx
EI =

Y=gt T

Ly* Ly?
wor(3)  (023wel)«(3) 0402 L
= + + +Cy = (—) +0
48 6 2 3
wolt  23woL*  C,L

2
+C7X+C8

EIsE = - =
B=3888 16200 | 3
113wol* G, L
EI§f = ———+ — (90)
B 97200 ' 3

Al igualar las ecuaciones 89 y 90 de la deflexion del punto B por la izquierda y por
la derecha se encuentra:

2LC,

EIS; = 0.010w,L* +

113woL*  C,L

+ - -

Elop = 97200 T3
2LC, 113wol*  C,L
4 [ —_—
0.010woL* + —= = ———- 3

Diviendo la ecuacién anterior por 3L se logra:
—C; +2C3 = —0.034w, L3 (1)

Sumando las ecuaciones 88 y 91 se encuentra:
C, — C3 = 0.0016w,L3 (88)

—Cy +2C5 = —0.034w, L3 (91)
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Cs = —0.024w,L3

Reemplzando el valor de la tercera constante de integracion en la ecuacion se tiene:

C, = —0.014w, L3

La ecuacion de la deflexion del tramo AB es:

L

woL* mxy  wox?  0.11w,L x3
( ) - — 0.024w,L3x

Ely(x) = — 1:4 sen 18 6

La ecuacion de la deflexion del tramo BC es:

x* 0.23wyL x3

8 5 + —0.014w,L3x

W
Ely(x) = —






CAPITULO 2

METODO DE
SUPERPOSICION

El método de superposiciéon permitira evaluar parametros como deflexiones y
pendientes en vigas, asi como resolver “vigas continuas con mas de dos apoyos
eligiendo uno o mas apoyos redundantes en los que las reacciones no pueden
determinarse por las ecuaciones de la estatica” (Pytel, 1994, p. 250).

Para utilizar el método de la superposicion para encontrar las reacciones en los
apoyos de una viga estaticamente indeterminada de primer grado se escoge, en
primer lugar, una de las reacciones como redundante y se coloca en la viga la
fuerza interna que genera el apoyo correspondiente, esta redundante se considera
como una carga desconocida que, junto con las otras cargas aplicadas a la viga,
produciran deformaciones con los apoyos originales. La pendiente o la deflexion
donde esta aplicada la redundante se determina evaluando por separado las
pendientes y deformaciones causadas por todas las cargas aplicadas a la viga y la
reaccion redundante, luego se superponen los resultados obtenidos encontrando
la redundante; ya evaluadas las reacciones en los apoyos puede evaluarse la pendiente
y la deflexion en cualquier posicion de la viga.

Si un patrén particular de carga y apoyo se puede separar en componentes,
de modo que cada componente sea como uno de los casos para el cual se
dispone de una formula, entonces la deflexion total en un punto de la viga es
igual a la suma de las deflexiones provocadas por cada componente. (Mott,
1996, p. 439)
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Las ecuaciones a utilizar para la aplicacion del método pueden verse en las siguientes
figuras:

Figura 25. Pendiente y deflexion de una viga simplemente apoyada con
carga concentrada aplicada en (a <x <)

Fuente: elaboracion propia.

La ecuacion a utilizar de la deflexidn es:

Pbx
= — 2 _ w2 _p2 < <
y(9 = == (P =x2 = b)) (0 < x < a)

Figura 26. Pendiente y deflexion de una viga simplemente apoyada
con carga concentrada aplicadaen (0 <x<a)

]

Fuente: elaboracion propia.

La ecuacion a utilizar de la deflexidn es:

Pbx
= (]2 —x2 —_}H2 <x<
y(x) oEl (L =x*=Db*)(0<x<a)
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Figura 27. Pendiente y deflexion en una viga empotrada con
carga concentrada en el extremo

[~}

<

Fuente: elaboracion propia.

La ecuacion de la maxima deflexién es:
PL3

Y= 38

La ecuacion de la pendiente en el extremo es:

o - P12
T 2EI

Figura 28. Pendiente y deflexion en una viga empotrada con momento
concentrado en el extremo

Fuente: elaboracion propia.

La ecuacion de la maxima deflexidn es:
ML?

Y= 280

43
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La ecuacion de la pendiente en el extremo es:

ML

=%

Figura 29. Pendiente y deflexion en una viga empotrada con carga distribuida

w

Fuente: elaboracion propia.

La ecuacion de la maxima deflexidn es:

wlL*

Y= BEI

La ecuacion de la pendiente en el extremo es:
o wl3
~ 6EI

2.1 Caso estudio

Una viga simplemente apoyada se carga, como se muestra en la Figura 30,
encontrando la deflexion de la viga en el punto E.

Figura 30. Diagrama de cuerpo libre de la viga con cargas externas

300 kN 400 kN

B E
Tm 2m 2m ‘ 2m
|——————>| | —————

Fuente: elaboracion propia.
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En la Figura 31 se muestra la deflexion del punto E perteneciente a la viga.

Figura 31. Deflexion del punto E perteneciente a la viga

300 kN 400 kN

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar la deflexion del punto E, y como la viga se encuentra cargada, se
puede dividir en dos subsistemas, véase la Figura 32.

Figura 32. Subsistema de fuerzas que se generan en la viga

300 kN

400 kN

Fuente: elaboracion propia.
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La deflexion del punto E es:
T Xye = Vi
YE= 7YE, ~ YEu (92)

La deflexion del punto E del subsistema I de una viga simplemente apoyada,
soportando una carga concentrada, véase la Figura 33, es:

Figura 33. Subsistema | de la viga simplemente apoyada,
soportando una carga concentrada en el punto B

300 kN

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar las deflexiones en el punto E se utilizan los resultados que pueden
verse en la Figura 25. El punto E se encuentra a una distancia del origen de los ejes
coordenados de x = 3m, por lo tanto, es mayor la distancia a = 1 m, por lo que la
ecuacion a utilizar de la deflexion del punto E es:

Pbx[L
= |— _ 3 2 _ K2 2
y(x) = oEl b(x a)’ + (L = b*)x —x ] (a<x<L)
Acondicionando la Ecuacién 90, la deflexion del punto E del subsistema I que se
encuentra en el rango es:



CAPITULO 2. METODO DE SUPERPOSICION

_ 300kN*6m[7m

YEr = T errm lem G M 1m)? {7 m)? — (6m)*B m) — (3 m)?
300 [7
Ve, = o g*8+(49—36)*3—27]
300 [56
Ve, = et ?+13*3—27]
300 (28
yEl=ﬁ(?+39—27)
300 64
TR
6400
YEi = Zpr (94)

La deflexién del punto E del subsistema II de una viga simplemente apoyada
soportando una carga concentrada, véase la Figura 34, es:

Figura 34. Subsistema Il de viga simplemente apoyada, soportando
una carga concentrada en el punto C

400 kN

Fuente: elaboracidn propia.

El punto E se encuentra a una distancia del origen de los ejes coordenados de
x=3m, por lo tanto, es mayor la distancia a = 5m, por lo que la ecuacién a utilizar
de la deflexion del punto E es:

yx) = Z—I;(LZ -x*-b?) (0<x<a) (95)

Acondicionando la Ecuacion 91, la deflexion del punto E del subsistema II que se
encuentra en el rango (0 < x < a) es:
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400 kN *2m#*3m
6El * 7m

400
YEII =ﬁ (49—9—4)

YEu = [(7m)? = (3m)? — (2m)?]

400
Yeu = 7 * 36
14400
YEu = "7p (96)

Reemplazando las ecuaciones 94 y 96 de las deflexiones de cada uno de los
subsistemas en la Ecuacion 92, la deflexion del punto E se logra:
YE = —YE, ~YEu
6400
YEr T TR
14400
Yeu = T7E]
6400 14400
YEZ TR 7RI
20800
7EI

YE =

El signo negativo de la deflexion del punto E indica que la deflexion esta por debajo
del eje horizontal.

2.2 Caso estudio

Para la viga empotrada en sus extremos calcular las reacciones de sus apoyos, véase
la Figura 35.

Figura 35. Diagrama de cuerpo libre de la viga con cargas externas

N
w =400 —
m

P=500N

Fuente: elaboracion propia.

Como la viga se encuentra empotrada en ambos extremos cada empotramiento
le genera tres fuerzas internas a la viga, véase la Figura 36, que en total son seis
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incégnitas con tres ecuaciones de equilibrio, por lo que la viga se encuentra
estaticamente indeterminada.

Figura 36. Diagrama de cuerpo libre de la viga con cargas externas e internas

N
- w=400 —
P=500N m

A DV
2m | A

2m 2m
My Mp

-]
(g}

Ay D
Fuente: elaboracion propia.

Al aplicar la ecuacion de equilibrio de momentos en la viga en el punto A se tiene:

+‘[\ZMA:0

—M, — (P)*(Zm)—(W*Zm)*(4m+27m)+(DY)*(6m)+MD= 0

N 2m
—M, — (500N) * (2m) — (4005*2m>* (4m+7>+ (Dy) * (6m) +Mp = 0
—M, — (500 N) * (2 m) — (800 N) * (5 m) + (Dy) * (6 m) + Mp, = 0
—M, — 1000 — 4000 + 6Dy + Mp = 0
Aplicando la ecuacion de equilibrio de fuerzas verticales en la viga se tiene:
+ T Z FY =0

N
AY—SOON—(4OOE*2m)+DY=O

Ay — 500 —800 + Dy =0
Ay + Dy = 1300 (98)

En estas dos ecuaciones de equilibrio se relacionan cuatro incognitas, por lo que
el grado de reaccidon que se presenta en la viga es de 2, asi que hay que buscar dos
ecuaciones adicionales para resolver la indeterminacion. “Se escoge una de las
reacciones como redundante y se elimina o modifica el apoyo correspondiente, la
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reaccion redundante se trata como una carga desconocida” (Beer, 2004, p. 560), para
ello se escoge la redundante, en este caso se elige el punto A. Las fuerzas que actiian
en la viga tomando como redundante el punto A pueden verse en la Figura 37.

Figura 37. Fuerzas externas y redundantes que actian en la viga

- w =400 —
P=500N o

Ay
Fuente: elaboracion propia.

Las dos ecuaciones adicionales se encuentran con las condiciones de frontera de
deflexion y pendiente en el punto A elegido como la redundante de la viga. Como
la viga en ese punto siempre hace contacto con el empotramiento, la deflexion es
nula y la pendiente de la curva elastica es horizontal, lo que hace que su pendiente
sea nula, véase la Figura 38.

Figura 38. Condiciones de frontera de deflexion y pendiente en la redundante de la viga

N
w =400 —
m

P=500N

Pendiente nula

8p=0

Fuente: elaboracion propia.

Las condiciones de frontera de la redundante ubicada en el punto A son:

8, =0 (100)
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Como la viga se encuentra cargada se puede dividir en cuatro subsistemas: dos
subsistemas hacen referencia a las cargas externas y dos subsistemas hacen referencia
a las reacciones que genera la redundante, véase la Figura 39.

Figura 39. Subsistema de fuerzas que se generan en la viga

4,

AI
A

YAm -
AB |y P
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Ya JPie
.
AC v //’
//’
/”
vy | .-~
e —
A A’ | a > | b &

Fuente: elaboracion propia.

Al utilizar la Ecuacién 99 de la condicién inicial de deflexion en el punto A de la
redundante se tiene:
t1Xya=0

YA] + YA[] - YAm - yA]V = 0 (101)

Al aplicar la Ecuacién 100 de la condicion inicial de pendiente en el punto A de
la redundante se tiene:
+ 2 GA = 0
Oa; +0a; = 0ay =04y, =0 (102)

Para encontrar las deflexiones y pendientes en el punto A se utilizan los resultados
encontrados y pueden verse en las figuras 26, 27, 28 y 29. Para el subsistema I se
tiene que la deflexion del punto A es la maxima deflexion, véase la Figura 40.

Figura 40. Subsistema | de la componente vertical de la fuerza Ay de la redundante

BAI

A
N

Ay

Fuente: elaboracion propia.
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La mdaxima deflexién del subsistema I es:
YA| = Ymax;

La ecuacion de la maxima deflexion para una viga empotrada con un voladizo L
y una carga P en el extremo es:

= P 103
Y =3 (103)

Acondicionando la deflexion del subsistema I a la Ecuacion 103 se tiene:
Ay(6 m)3
Yar = T3E]
72Ay
Yar = g (104)

La ecuacion de la pendiente en el extremo de una viga empotrada con un voladizo

L y una carga P en el extremo es:
o PL?
=S8 (105)
Acondicionando al subsistema I a la Ecuacion 105 de la pendiente se tiene:
_PL?
~ 2EI
_ 184y (106)

9 =

Para el subsistema II se tiene que la deflexion del punto A es la maxima deflexion,

véase la Figura 41.
Figura 41. Subsistema Il del momento MA de la redundante

eAu

AI

YAy <

Fuente: elaboracion propia.

La mdaxima deflexidn del subsistema II es:
Yoy = Ymaxq
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La ecuacion de la maxima deflexion para una viga empotrada con un voladizo L
y un momento M en el extremo es:

M2

e 107
T (107)
Acondicionando la deflexion del subsistema II a la Ecuacién 107 se tiene:
_ ML?
Y= 2RI
18M
Yau = —g (108)

La ecuacion de la pendiente en el extremo de una viga empotrada con un voladizo
L y un momento M en el extremo es:

ML

0= 0 (109)
Acondicionando al subsistema II a la Ecuacion 109 de la pendiente se tiene:
MA(6 m)
Oay = El
6M,,
8, = (110)

Para el subsistema III se tiene que la deflexion del punto A esla suma de la deflexion
del punto B que es la maxima deflexion de una viga empotrada con una longitud
que, en este caso, es de 4 m en la que acttia en su extremo una carga P yla deflexion
del tramo AB, véase la Figura 42.

Figura 42. Subsistema Ill de la fuerza externa concentrada P

P
A y B D
| o
b ™ '__.-"'
aﬁm_q .
Yam
ABy =
°Aut£/5'= a S b =5
L

Fuente: elaboracion propia.
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La deflexion del punto A del subsistema III es:
Yam =YBuy tYaBy (111)

Para determinar la deflexion del punto B se utiliza la ecuaciéon de la maxima
deflexion para una viga empotrada con un voladizo L y una carga P en el extremo.
Acondicionando la deflexion del subsistema III a la Ecuacién 111 se tiene:

32000

YBin = 3EI

500 N * (4 m)3
YBum = 3EI (112)

Para la deflexion del tramo AB véase el triangulo rectangulo de la Figura 43.
Figura 43. Triangulo rectangulo formado entre los puntos A y B del subsistema l1I

2m

I‘
Al B
|

!

OB,

YAB

Fuente: elaboracion propia.

Al utilizar la funcidn trigonométrica en la Figura 43 se tiene:

YaB
Y

(113)

Para pendientes pequenas se tiene que la funcidn trigonométrica tan 0 se puede
considerar como el mismo argumento de la funcién trigonométrica, por lo que:

tan eBm = eBm

De la Ecuacion 113 la deflexion del tramo AB es:

YAB
tan eBm = 2—
m
0 __YaByy
B ™ o>m

YAB = 26Bm (114)
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Para la pendiente en el extremo de una viga empotrada con un voladizo L y una
carga P en el extremo se utiliza la Ecuacion 103 y acondicionandola al subsistema
III se tiene:

500 N * (4 m)?
eBIII = 2E1

4000

eBm :T (115)

Reemplazando la Ecuacién 115 de la pendiente del punto B en la Ecuacion 114 de
la deflexion del tramo AB se tiene:

YaBy = zeBm
4000
YABy = 2% TR
8000
YaBw = TR (116)

Al reemplazar las ecuaciones 112y 116 en la Ecuacion 111 de la deflexion del punto
A del subsistema III es:

Yam = YBu +Yas 111
32000 8000
Yam = 3gr g

56000
Yam = 3g1 (117)

Como en el tramo AB no hay ninguna carga, la curva elastica en este tramo es una
linea recta, es decir, la pendiente en el punto Bes igual a la pendiente del punto A,
por lo que:

eBm =64 11
4000
B — El
4000

eAm = T (118)

Para el subsistema IV se tiene que la deflexion del punto A esla suma de la deflexion
del punto C, que es la maxima deflexién de una viga empotrada con una longitud,
en este caso, de 2 m en la que actua una carga uniformemente distribuida wy la
deflexion del tramo AC, véase la Figura 44.
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Figura 44. Subsistema IV de carga externa uniformemente distribuida w

w

YA -7
AC v P

Fuente: elaboracion propia.
La deflexion del punto A del subsistema IV es:
Yaw = Ye T Yacyy (119)

Para determinar la deflexion del punto C se utiliza la ecuaciéon de la maxima
deflexion para una viga empotrada con un voladizo L y actuando en ella una carga
uniformemente distribuida w, la cual es:

wlL*

AT

Acondicionando la deflexion del subsistema IV a la Ecuacion 120 se tiene:

(120)

N
400 —+* (2 m)*
8EI
800
EI

Yew =

YC[v - (121)

Para la deflexion del tramo AC véase el triangulo rectangulo de la Figura 45.
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Figura 45. Triangulo rectangulo formado entre los puntos Ay C del subsistema IV

| 4m

Al C

i

Ocyy

YAC\v

Fuente: elaboracion propia.

Al utilizar la funcién trigonométrica en la Figura 45 se tiene:

Yac
tanOc,, = 2 nl1v

(122)

Para pendientes pequefias se tiene que la funcion trigonométrica se puede considerar
como el mismo argumento de la funcién trigonométrica, por lo que:

tan ec v = ec v

De la Ecuacion 122 la deflexion del tramo AC es:

tan eclv = y;:(l:rllv
_Yacw
eClv T 4m
6ACIV = 49C1v (123)

La ecuacion de la pendiente en el extremo de una viga empotrada con un voladizo
L y una carga distribuida w en el extremo, la cual es:
o wlL?
=GRl (124)
Acondicionando al subsistema IV a la Ecuacion 124 de la pendiente se tiene:

400 %* (2m)3
Ocy = 6EI

1600
B¢y =W (125)

Reemplazando la Ecuacion 125 de la pendiente del punto C en la Ecuacion 121 de
la deflexion del tramo AC se tiene:
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Yacw = 4 eCIV
1600
Yacy = 4% 3R
6400
yacw = 3 (126)

Al reemplazar las ecuaciones 121 y 126 en la Ecuacion 119 de la deflexion del punto
A del subsistema IV es:
ya v = Yc v + Yac v

_ 800 _ 6400
Yaw = g1 T T3EI
8800
Yaw = 3E1 (127)

Como en el tramo AC no hay ninguna carga la curva eldstica en este tramo es una
linea recta, es decir, la pendiente en el punto C es igual a la pendiente del punto
A, por lo que:

eCIV = eAIV
1600
Cwv = T3
1600
Aw = 3R (128)

Al reemplazar las ecuaciones 104, 108, 117 y 127 de las deflexiones de cada uno
de los subsistemas en la Ecuacion 101 de la condicién inicial de deflexion en el
punto A se tiene:
Ya,tYay —Yay ~VYay = 0
72Ay 18M, 56000 8800
EL T Bl 3EL 3Bl
72Ay 18M, 21600
BB B
Multiplicando la Ecuacion 129 de la condicién inicial de deflexion, por el médulo
de rigidez de la viga se tiene:

(129)

72Ay + 18M, = 21600 (130)

Al reemplazar las ecuaciones 106, 110, 118 y 128 de las pendientes de cada uno
de los subsistemas en la Ecuacion 102 de la condicién inicial de pendiente en el
punto A se tiene:

eAI + eAn - eAm - eAIV =0

18Ay  6M, 4000 1600

EI El EI 3EI
18Ay 6M, 13600
Bl T Bl 3E

=0 (131)
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Multiplicando la Ecuacién 131 de la condicion inicial de pendiente, por el médulo

de rigidez de la viga, se tiene:

13600
3

Resolviendo simultaneamente las ecuaciones 130 y 132 de la condicién inicial de
deflexion y pendiente en el punto A se tiene:

18Ay + 6M, = (132)

72Ay + 18M, = 21600 (130)
13600

Para eliminar el momento en el empotramiento en el punto A se multiplica la
Ecuacion 132 de la condicion inicial de pendiente por -3, por lo que las ecuaciones
de condicién inicial de deflexion y pendiente en el punto A quedan de la siguiente
manera:

72Ay + 18M, = 21600 (130)
— 54Ay — 18M, = —13600 (133)
Al sumar las dos ecuaciones 130 y 133 se tiene:

18Ay = 8000
4000
Ay = —5 N (134)
Reemplazando la Ecuacion 134 de la componente vertical de fuerza en la redundante
en el punto A en la Ecuaciéon 130 de la condicion inicial de deflexidn se tiene:

72Ay + 18M, = 21600

4000
72 %

+ 18M, = 21600
32000 + 18M, = 21600

18M, = —10400
52000

N-m (135)

A=

Al reemplazar la Ecuacion 134 de la componente vertical de fuerza de la redundante
en el punto A en la Ecuacion 98 de la ecuacion de equilibrio de fuerza vertical en
la viga se tiene:
AY + DY = 1300
4000
. + Dy = 1300

7700
Dy = —5—N (136)
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Al reemplazar las ecuaciones 135 y 136 del momento en el punto A yla componente
vertical de fuerza que le ejerce el apoyo ubicado en el punto D de la Ecuacién 97
de equilibrio de momentos en toda la viga se tiene:

—M, + 6Dy + Mp = 5000

52000 7700
—(— )+6*—7r—+MD=50m)

9
52000 15400
5 T3+ Mp=5000

53200
b= 9

(137)






CAPITULO 3

METODO DE
SINGULARIDAD

El método de la integracion permite calcular la pendiente y la deflexion en cualquier
posicidn de una viga, asi como resolver vigas estaticamente indeterminadas siempre
que pueda representarse el momento flector utilizando una funcién en términos de
la posicion x. Sin embargo, cuando a la viga se le aplican una serie de cargas, entre
las que se encontrara la ecuacion del momento flector, y se realiza la integracion
sucesiva para encontrar las ecuaciones de la pendiente y la deflexion por cada
tramo, apareceran dos constantes de integracion requiriendo del mismo nimero
de ecuaciones que se encontraran con las condiciones de frontera en los apoyos,
lo que hace que el procedimiento sea extensor; es por ello que es indispensable el
uso de las funciones de singularidad que simplificaran los calculos para determinar
las constantes de integracion.

Cuando la ecuacién de la curva elastica de una viga puede expresarse como
una funcién continua a todo lo largo de la viga. Sin embargo, si varias cargas
diferentes actuan sobre la viga y deben escribirse funciones de momento para
cada regién entre cargas. (Hibbeler, 1997, p. 596)

Las funciones de singularidad reducen el procedimiento para la evaluacion de
pendientes y la deflexion de la curva elastica de la viga, ya que se requiere la
evaluacion de la ecuacion del momento flector para toda la viga y no de sus
ecuaciones ni de la determinacion de las constantes de integracion en cada tramo.
El analisis de este método solo requiere aplicar dos integrales sucesivas a la variacion
del momento flector en toda la viga y la determinacion de solo dos constantes de



64 DEFLEXION EN VIGAS PROBLEMAS RESUELTOS

integracion. En la Figura 46 pueden verse las funciones de singularidad de
varias cargas.

Figura 46. Funciones de singularidad de diversas cargas

Wiy =M (x-a)?

My =-M (x - a)°

W,y =-P(x-a)

M(X) = 'P(X - a)1

M(X) =;—W(X - a)z

— 0
Wy = —W(X - a)

Pendiente m w

Fuente: elaboracion propia.
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3.1 Caso estudio

Para la viga mostrada en la Figura 47, calcular las deflexiones en los puntos D y H.

Figura 47. Diagrama de cuerpo libre de la viga AH con cargas externas y apoyos

N
w,=1000 ——

N P=1000N
w; =500

Mg=500N-m

Fuente: elaboracion propia.

Para determinar las reacciones de la viga es necesario utilizar las ecuaciones de
equilibrio y para concentrar la carga distribuida de forma trapezoidal se subdivide
en una carga uniformemente distribuida de valor 500 N/m y una carga distribuida
de forma triangular de valor 500 N/m, vease la Figura 48.

Figura 48. Subdivision de la carga distribuida trapezoidal

N
V2= 000N

N
Mg=500N-m 1300 F//l/l/l/

Fuente: elaboracion propia.
Las fuerzas aplicadas a la viga pueden verse en la Figura 49.

Figura 49. Diagrama de cuerpo libre de la viga con cargas externas e internas

N
w5, =500 —
m  p=1000N

Fuente: elaboracion propia.
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Para concentrar las cargas distribuidas producto de las subdivisiones de la carga
trapezoidal, una subdivision es la carga distribuida uniforme de valor 500 N/m que
se ubica a una distancia de 1.5 m a la derecha del punto E y tiene una magnitud de:

W, =w; *3m (138)
N
W; = 500 —*3m
m
W, = 1500 N (139)

Para la otra subdivision es la carga distribuida triangular de valor 500 N/m que
se ubica a una distancia de 2 m a la derecha del punto E y tiene una magnitud de:

Wé = W2 —_ Wl (140)

N N
w; = 1000 —— 500 —
, N
wj =500 — (141)

500ﬁ*3m
W/: m
2 2

W5 =750 N (142)
Las cargas que acttian en la viga pueden verse en la Figura 50.

Figura 50. Diagrama de cuerpo libre con cargas internas y
concentracion de fuerzas distribuidas en la viga AH

w;=1500N w',=750N  p_1000N

Fuente: elaboracion propia.

Al aplicar la ecuacion de equilibrio de momentos en la viga en el punto A se tiene:

_\nZMA=0
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2
*(7m)+ (P)*(B8m)= 0

3 wj * 3 m 2%3m
—MB+(W1*3m)*(4m+Em>+ —_— *(4m+ 3 )—(GY)

N
N 5005*3m
—500N-m+<500 E*Sm)*(S.S m) + — * (6m) — (Gy)

*(7m) 4+ (1000N) *(8m) = 0

—500N-m + (1500 N) % (5.5m) + (750 N) * (6 m) — (Gy) * (7 m)
+ (1000 N) * (8 m) = 0

—500 + 8250 + 4500 — 7Gy +8000=0

7Gy = =500 + 8250 + 4500 + 8000

7Gy = 20250
20250
y=——N (143)

Aplicando la ecuacion de equilibrio de fuerzas verticales en la viga se tiene:

+ T Z FY =0

w5 * 3 m
2

Al reemplazar la Ecuacion 143 de la componente vertical de fuerza que le ejerce la
articulacion G a la viga en la Ecuacion 144 se tiene:

AY—(wl*Bm)—< >+GY—P=0 (144)

500 %*3m 20250

N—-1000N= 0
2 * 7

N
AY—<500—*3m)—
m

20250
Ay — 1500 — 750 +

———1000 =0
2500
Y 7 -
2500
Ay=——N (145)

Para encontrar la variaciéon del momento en toda la viga una solucién es aplicar
las funciones de singularidad y, de acuerdo a las cargas aplicadas a la viga, la
Unica carga que no aparece en las tablas de funciones de singularidad es la carga
distribuida trapezoidal, la cual se acondiciona haciendo una subdivision con una
carga uniformemente distribuida de valor w =500 N/m actuando desde el punto E
hasta el punto G y una carga distribuida de forma triangular iniciando en el punto
E y terminando en el punto G con un valor de w; 500 N/m, vease la Figura 51.



68 DEFLEXION EN VIGAS PROBLEMAS RESUELTOS

Figura 51. Acondicionamiento de la carga distribuida trapezoidal
que actua en la viga AH

N
w,=1000 —
N m
wy =500 —
A B D E v G H

4m ‘ 3m Tm ‘

f |
Fuente: elaboracion propia.

Para acondicionar la carga uniformemente distribuida de valor w =500 N/m que
actua desde el punto E hasta el punto G se genera una carga distribuida uniforme
dirigida hacia abajo, actuando desde el punto E hasta el punto H, de magnitud
w, =500 N/m y una carga distribuida uniforme dirigida hacia arriba actuando
desde el punto G hasta el punto H, de magnitud w =500 N/m, vease la Figura 52.

Figura 52. Acondicionamiento de la carga distribuida uniforme
que actua desde el punto E al punto G

w,=500 -
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N
w, =500 ™

7m | Im

Fuente: elaboracion propia.

Para acondicionar la carga distribuida de forma triangular dirigida hacia abajo,
iniciando en el punto E y terminando en el punto G con un valor de W>500 N/m, se
genera con una carga distribuida de forma triangular dirigida hacia abajo iniciando
en el punto E y terminando en el punto H con un valor w,, pero al agregar esta
carga triangular se le esta sumando una carga trapezoidal dirigida hacia abajo
actuando desde el punto G con un valor de W: 500 N/m y terminando en el punto
H con W, Vease la Figura 53.

Figura 53. Acondicionamiento de la carga distribuida triangular
que actia desde el punto E al punto G

N
/v/l/l/l/lw,z o
A B D E G H
4m ! 3m 1m ‘
2000 N
W= T3 m
A B D E G H

4m 4m
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2000 N

Wey=—5—
GH™ 3 m

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar el valor de la carga distribuida w,, se hace la relacion de tridngulos
semejantes formados entre los puntos Ey G con E y G de la viga, véase la Figura 54.

Figura 54. Relacion de tridngulos semejantes formados entre los puntos Ey G con Ey H

i

WEH

r

3m 1m

Fuente: elaboracion propia.

De la relacion de tridngulos semejantes se tiene:

W2 _ Wen (146)
3m 4m
N
500 aszH
3m 4m
_ 500 = 4
WEH = 3
2000 N

WEH = 3 m (147)
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Al acondicionar la carga distribuida triangular dirigida hacia abajo de valor
W3500 N/m se agreg6 una carga trapezoidal dirigida hacia abajo actuando desde el
punto G y terminando en el punto H, por tal motivo hay que agregarle esta carga
distribuida trapezoidal actuando desde el punto G y terminando en el punto H,
pero dirigida hacia arriba, vease la Figura 55.

Figura 55. Carga distribuida trapezoidal dirigida hacia arriba

A B D E G H

N
w5 =500—

m 2000 N
We= T3 m

7m 1m

Fuente: elaboracion propia.

Para acondicionar la carga distribuida de forma trapezoidal dirigida hacia arriba
actuando desde el punto G y terminando en el punto H, se genera una carga
distribuida uniforme dirigida hacia arriba de valor W: 500 N/m iniciando en el
punto Gy terminando en el punto H y una carga distribuida de forma triangular
dirigida hacia arriba iniciando en el punto G y terminando en el punto H con un
valor de W¢., vease la Figura 56.

Figura 56. Acondicionamiento de la carga distribuida trapezoidal que
actia desde el punto G al punto H

A B D E G H

N
W', =500—
m 2000 N

WEH= "3

7m 1m
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A B D E G H
7 N A 3

wy= N

7m 1m 2= 500 m
A B D E G H

, 500 N
Wen=T3 m

7m 1m

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar el valor de la carga distribuida W se hace la resta entre las cargas
distribuidas w,, y W2, véase la Figura 57.

Wgy = Wh + Wiy (148)
2000 N ,
3
, 2000 N N
GH =3 ;500 —
500 N
= — 149
WGH 3 m ( )

A B D E G H
A A A
w’',= 500 1
m
\ WEeH
\ WGH

Fuente: elaboracion propia.
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En la Figura 58 se muestra el acondicionamiento de la viga completa.
Figura 58. Acondicionamiento de la viga completa

N
w', =500 —
M p=1000N

N
w; =500

Mg=500N-m

N 2000 N
- _2000 N

a

(%]
o

0
3

wl
GH
2m Tm Tm 3m Tm _|

Fuente: elaboracion propia.

Habiendo acondicionado las cargas de acuerdo a las tablas de funciones de
singularidad, véase la Figura 46, la ecuacion del momento flector en toda la viga es:

M(x) = Ay () = My(x — 2)0 = 22 (x = 4)2 4+ 22 (x = 7)2 = —EH(y _ g3
2 2 6Lgy
W_é 2y WGH 3 _ 71
+ (x—7) +6LGH (x—7)* 4+ Gy(x—7) (150)

Al reemplazar las ecuaciones 143 y 145 de las componentes de fuerzas verticales
que le ejercen los apoyos ubicados en los puntos G y A y los valores de las cargas
distribuidas en la Ecuacion 150 del momento flector en toda la viga se logra:
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2500 500 N s00 N
M(9) = ——N(x) = 500 N m{x — 2)° = —{x — 4)% + —(x = 7)?

2000 N 500 N 500 N

3 34 m 2 3 m 3
——(x—4 —(x=-7 ———(x—=7
T edm 0 (x — 4)3 + > (x=7) +6*1nﬁx )

20250

N(x — 7)!

M(x) = 2500 (x) — 500(x — 2)° — 250(x — 4)? + 250(x — 7)? — Zgi(x —4)3

20250
x=7)

250
+ ZSO(X - 7)2 + T(X - 7)3

2500x

M(x) = —500(x — 2)° — 250{x — 4)? + 500(x — 7)% — 2g—o(x —4)3

250 20250

+——@—7P (x—=7)" (151)

Integrando la ecuacién del momento flector de la viga se encuentra la ecuacion
de la pendiente.

dy
EI& = f M(x)dx + C;

Si se reemplaza la Ecuacién 151 del momento flector en toda la viga se encuentra
la ecuacién de la pendiente de la viga:

2500x 250
EL— f[ — 500(x = 2)° = 250(x — 4)7 + 500(x = 7) = Z—(x = 4)°

250 20250

+—(x—7)3 (x=7)Y|dx+¢C;

2500
._=J[ 7Xm—5%@—2Pm-2m@—4ﬂm+5m@—7ﬂm

250 250 0
—T(x—4)3dx+T(x—7)3dx+ (x—7)1dx] +C,

dy 2500x? 250 500 250
o= = 500(x = 2)! = = (x = 4)° + T (x = 7)° = g (x — 4)*
X 7%2 3
L 250, 20250 LN
94 7+2 % 1
dy 2500x2 . 25 , 500 , 250 \
Idx_ 2 —500(x —2)' — (x—4—) + 3 (X—7) — (x—4)
, 250 2025
(x—7)4 (x=72+C;

9 14
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o dy _ 17857x2 5000 — 21 — 250 i _ 4y 1 500 00 7y 25 0( 2
dx 100 X 3 X X
250 20250
. _ 4 _ 2
+ 36 (X 7) 14 (X 7) + C1 (152)

Si se reemplaza la Ecuacion 152 de la pendiente en toda la viga se encuentra la
ecuacion de la deflexion de la viga:

Ely(x) = f[”ﬁ:‘ 5w@—2ﬂ—$?u—4ﬁ 53(—7ﬁ—33@—4w

250 20250
+—(X—7)4 x—=7)2+C [dx+C,
17857x3 500 25 0
— _ 2 _ 4 _ 4 _ _ 5
EIy(X)——100 3 (X 2) — (X 4) +3*4<X 7) 36*5(X 4)
250 20250
(X —_ )5 (X — 7)3 + C1X + CZ
Ely( )__17857x 500( 22 25 ( 4>4+5 e 7 250 K 25
Y= 300 X 180
250 2025
I _ 5 _ 3
+180(X 7y + 2 (x—=7)°+Cix+C,
By (0 _ 17857x3 250(x — 2)2 125( 4')“_125< " 25( e
Y= 300 X X 3 8%
25 144643
+I§u—7f 300 (x=7¥+Cx+C, (153)

En el punto A, ubicado a una distancia x = 0 de la viga, existe un rodillo, por lo que
la condicidn inicial o de frontera es:

ya=0 (154)

En el punto G ubicado a una distancia x = 7 de la viga existe una articulacién, por
lo que la condicién inicial o de frontera es:

yg =0 (155)

Al reemplazar la Ecuacion 154 de la condicion inicial de deflexion en el punto A
de la viga donde x = Oen la Ecuacién 153 de la deflexién en toda la viga se tiene:
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17857x3 125 125 25
_rexra )2 LIyt 252 e _aya 22 gy
Ely(x) 300 250(x — 2) 6 (x—4)* + 3 (x—17) 18(X )
25 144643
Tl — 7\ T " e — 7)\3
+18(x 7)° + 300 (x—=7Y +Cx+C,
17857 * 03 125 125
_forEY N2 222 avd 2220 va
El«0 = 300 250(0 — 2) 3 0 —4)*+ 3 (0—7)
144643

25 25
——0—=4) +—(0=75 +——(0=7V3+C, x0+C
18(0 4) +18(0 7) 00 ( Y +C *x0+C,

3

En la ecuacién anterior, cuando las funciones de singularidad son negativas son
nulas no se tienen en cuenta y corresponden a los términos desde el segundo al
sexto término.

0= C2
Por lo que la segunda constante de integracion es nula.

Al reemplazar en la Ecuacién 155 de la condicién inicial de deflexion en el punto
G de la viga donde x = 7m en la Ecuacién 153 de la deflexion en toda la viga se
encuentra:

3
Hﬂ@=}é§§i—2w&—zy—%?@—4V+%?&—7V—%;x—®5
25 o 144643 s
+1—8<X—7) +W(X—7) +Cix+ G,
17857 % 73 125 125
m*o=—7EF——ZWU—2V—7rw—4V+77W—7V
25 25 144643
—5(7—4)5 +E(7—7)5+W(7—7)3+C1*7+0
17857 % 73 125 25
0=—j%3—~—%M7—DZ—770—4V+O—I§U—4f+0+0+7q
==913f251—-6250-—§§ZE-—EZE-+7C
300 2 2 L
0=6124951_625 _&75_@+ c
300 2 2 !
6124951
0=—55——8275+7C,
3642451
7C, = ——

300
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Por lo que la primera constante de integracion es:

3642451
= 157
G 2100 (157)

Al sustituir las ecuaciones 156 y 157 de los valores de las constantes de integracion
en la Ecuacion de la curva eldstica 153 se logra:

e _ 178575 2500 27 - 25— ays 1 125 g B s
y&) =355 X 6 3 8%
LBy 14068 ( 3642451)
18" 300 2100 /)*
—— 17857x3 2500 207 - 225 ayr 4 125 oy 250y
Y =300 X 6 3 18\
25 144643 3642451x
Ty — 7N T 7\ T T
MET AT 2100 (158)

Para encontrar la deflexion en los puntos D y H se utiliza la Ecuacion 158, dichas
deflexiones pueden verse en la Figura 59.

Figura 59. Deflexiones en los puntos Dy H

N
w2=1000" o _1000N

—s00 N
Wy = 500 W H’
] I gyu

H

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar la deflexion en el punto D se reemplaza en la Ecuacion 158 la variable
independiente por x = 3m.

17857x3 125 125 25
- _ 2 _ "= _ 4 - _ 4 "7 _ 5
Ely(x) = 300 250(x — 2) A (x—4)* + 3 (x—7) 18 (x —4)
L5 gy LHEB L 3642451
8% 300 2100
o _ 17857 43 25003 — 237 - 2503 ays 1 1255 250 s
Yo = "300 6 3 18

144643 3642451 3
- (3-7)* -

+2 (3-7)°+ ——
18 300 2100 (159)
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En la Ecuacién 159 cuando las funciones de singularidad son negativas son nulas,
no se tienen en cuenta y corresponden a los términos desde el tercer al séptimo

término.
Blyy = 700 *3 50322~ 0 40— 0 4040 0H2A5L =3
YD =300 2100
o _ 482139 10927353
Yo =300 2100
134623
YD = T T35R]

El signo negativo de la deflexion del punto D indica que la deflexion esta por debajo
del eje negativo Y. Para encontrar la deflexion en el punto H se reemplaza en la

Ecuacion 158 la variable independiente por x = 8 m.

17857x3 125 125 25
_ e I TV iy LV S ety SRR 1V Sy V-
Ely(x) = 300 250(x — 2) 3 (x—4)* + 3 (x—7) 18 (x —4)

JB5 gy 1A4683 3642451
18" 300 2100

125

8- 7y — 22 (g — 45
T<_)_E(_>

o 1785782 25008 — 217 - 25 g _ays +
Y= 7300 6

25 g gy 44643 o 364245148
18 300 2100
17857 « 83 125 125
Elyy = —— = 250(8 — 2)2 — —> (8 — 4)* + —> (8 — 7)*
Vi =~ (827 ———(8-4)* +—(8-7)
25 25 144643 3642451 * 8
_ - _ 5 - _ 5 - _ 3 _ - == -
g B8 A B+ (8-7) 2100
o 9142784 16000 125 12800 25 144643
YH =300 3 3 9 18" 300
29139608
2100

Elyy = 1369.59

_ 1369.59
Yu = El

Elsigno positivo en la deflexion del punto H indica que la deflexion esta por encima

del eje positivo Y.



EPILOGO

En el texto se hace un analisis de pendientes y deflexiones de vigas sometidas a
cargas transversales donde se emplearon diferentes métodos. En la primera parte
se us6 un método matematico basado en el método de integracion de la ecuacion
diferencial para obtener las pendientes y deflexiones en cualquier punto de la
viga. Luego se utiliz6 el método de superposicidn, el cual consiste en determinar
separadamente la pendiente y deflexion causadas por las diferentes cargas aplicadas
a una viga y luego sumarlas. Estos métodos pueden usarse efectivamente con vigas
estaticamente indeterminadas para calcular pendientes y deflexiones en su anlisis
y en las que el numero de reacciones en los apoyos excede al nimero de ecuaciones
de equilibrio disponibles.

Finalmente, se estudian las funciones de singularidad que reducen el procedimiento
para la determinacion de deflexiones de la curva elastica de la viga, ya que se
requiere la evaluacion de la ecuacion del momento flector, la cual se representa por
medio de una funcidén analitica tinica para toda la viga y no requiere las ecuaciones
del momento flector ni la determinacién de las constantes de integracion en cada
tramo como si se requeria en el método de doble integracion.






GLOSARIO

Articulacion: son estructuras que funcionan como un punto de unién con la viga
y genera dos componentes de fuerza.

Carga: son las fuerzas que tienen que soportar los elementos.

Condiciones de frontera: se utilizan para encontrar deflexiones en vigas
estaticamente determinadas donde se utiliza la ecuaciéon de momentos flexionantes
por medio de la resolucion de ecuaciones diferenciales.

Curva elastica: es la deformacion que experimenta la viga al aplicar una carga
sobre ella.

Deflexion: es el grado en el que un elemento estructural se desplaza bajo la
aplicacion de una fuerza o carga.

Equilibrio: estado en el que el conjunto de acciones sobre un cuerpo no produce
movimientos globales y en el que la resultante del sistema de fuerzas es nula.

Funciones de singularidad: estas funciones son apropiadas para representar cargas
en vigas que permiten, por medio de integraciones sucesivas, determinar la fuerza
cortante, el momento flector, la pendiente y la deflexion en vigas.
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Grado de libertad: es el nimero de variables que se necesitan especificar para
determinar completamente el nimero de reacciones en una viga.

Método de doble integracion: es uno de los métodos que se basan en el analisis
de deformaciones y consiste en integrar sucesivamente la ecuacion diferencial de
la curva elastica.

Método de superposicion: establece que el efecto de un conjunto de cargas que
actua simultaneamente es el mismo cuando se suman los efectos de cada una de
ellas actuando por separado.

Pendiente: es la inclinacion de la curva elastica respecto al eje horizontal debido
ala aplicacion de cargas.

Tramo: en una viga continua es cada uno de los trozos entre dos apoyos o entre
dos cargas consecutivas.

Voladizo: tramo de viga prolongado en continuidad de otro sin apoyo en el extremo.

Viga: es un elemento estructural disefiado para soportar cargas aplicadas a lo largo
de esta.
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