DINAMICA

TIPS rara INGENIEROS

Gonzalo Guillermo Moreno Contreras - Juan Carlos Serrano Rico
Edwin Espinel Blanco

s

Universidad Francisco

de Paula Santander

Ocaria - Colombia
Vigilada Mineducagién










.....

.....

DINAMICA
TIPS PARA INGENIEROS

GoNzALO GUILLERMO MORENO CONTRERAS
JUuAN CARLOS SERRANO Rico
EpwiN EsPINEL BLANCO

.....

.....



Catalogacion en la publicacion - Biblioteca Nacional de Colombia

Moreno Contreras, Gonzalo Guillermo, autor

Dindmica : tips para ingenieros / Gonzalo Guillermo Moreno Contreras, Juan Carlos
Serrano Rico, Edwin Espinel Blanco -- Primera edicion -- San José de Cuacuta : Universidad
Francisco de Paula Santander ; Bogotd : Ecoe Ediciones, 2023.

115 paginas. -- (Ingenieria Mecanica. Dindmica de particulas)

Incluye datos curriculares de los autores -- Incluye referencias bibliograficas al final de cada
capitulo.

ISBN 978-958-503-627-7 -- 978-958-503-628-4 (e-book)

1. Ingenieria mecdnica 2. Movimientos mecdnicos I. Serrano Rico, Juan Carlos, autor II.
Espinel Blanco, Edwin, autor

CDD: 621 ed. 23 CO-BoBN-all12374

Area: Ingenieria Mecanica
Subarea: Dindmica de particulas

U=
215

Universidad Francisco

de Paula Santander

Ocafia - Colombia
Vigilada Mineducacién

© Gonzalo Guillermo Moreno Contreras Primera edicion: Bogota, marzo del 2023
© Juan Carlos Serrano Rico
© Edwin Espinel Blanco ISBN: 978-958-503-627-7

e-ISBN: 978-958-503-628-4
© Universidad Francisco de Paula

Santander seccional Ocafia Directora editorial: Claudia Garay Castro
Via Acolsure, Sede el Algodonal Coordinadora editorial: Paula Bermutdez B.
Ocaiia, Norte de Santander - Colombia Correccion de estilo: César Cardozo Duque
Teléfono: 5690088 Diagramacion: Nicolas B. Bello
Caratula: Wilson Marulanda Mufoz
» Ecoe Ediciones S.A.S. Impresion: Xpress Estudio Gréfico y digital
info@ecoeediciones.com Carrera 69 H # 77 - 40

www.ecoeediciones.com
Carrera 19 # 63 C 32 - Tel.: 919 80 02
Bogotd, Colombia

Prohibida la reproduccion total o parcial por cualquier medio
sin la autorizacién escrita del titular de los derechos patrimoniales.

Impreso y hecho en Colombia - Todos los derechos reservados



CONTENIDO

INTRODUCCION ...ttt sttt st XI
CAPITULO 1. CINEMATICA DE LA PARTICULA......covvriririeieieie et 1
1.1. Movimiento curvilineo - componentes rectangulares y normal -tangencial ........ 1
1.2 Velocidades dependientes y relativas 10
1.2.1. Velocidades dependientes ................ w11
1.2.2. Velocidades relativas..........cccucieirieniiniiniiniiniinciciscicic s 11
CAPITULO 2. TRABAJO Y ENERGIA .21
2.1. Principio de trabajo ¥ eNergia.....cocccoveureeincureeeencineeereineeeineineeeeesseseesensessesessesessesseseene 21
CAPITULO 3. PRINCIPIO DE IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO.........coovvumnnnee 55
3.1. Principio de impulso y cantidad de mOVIMIENtO ........ccveureeeecrreeeererneeeerernereencrnenene 55
3.2, CROQUES ...euveieeeicteieeretree ettt ettt sttt et 69
3.2.1 Choque con objetos unidos — Cantidad de movimiento ..........ccoecuveeeercrrcerercrneunn. 69
3.2.2 Choque con objetos separados — cantidad de movimiento.........cocvceeevcureerercrnennc. 70
3.2.2 ChOqUe fIONtAles ......cceuieiciriecictrecreic ettt e esene 71
3.2.3 ChOqUE ODLICUOS. .. ceervieiciiicictreictreiec ettt e eaeene 71
CAPITULO 4. CINEMATICA DE CUERPO RIGIDO........c..coeuietirieiieneineeneeseesieresseesesensenees 101
4.1. Cinematica de cuerpo rigido .....cocevecureureceriuricirerricireieieneieeeseeeeeesese s eseesenenaes 101

REFERENCIAS .....ccvvitietieteetecteete ettt eteeteeteeseesaeebeessesssessesseessesssessesssensesssensenssessesssensensesssens 117



INTRODUGCCION ..ottt est e eteeteste b essessessessetessessensensensessesssssesesensensenseneas XVII

CAPITULO 1. CINEMATICA DE LA PARTICULA......coovvririnreieriie sttt 1
1.1. Movimiento curvilineo - componentes rectangulares y normal - tangencial 1

1.2 Velocidades dependientes y relativas 10
1.2.1. Velocidades dependientes w10

1.2.2. Velocidades relativas...........cceueiiuniiiiniincicinciciciciseecsiceseisseseeaseens 11
CAPITULO 2. TRABAJO Y ENERGIA.......... e 21
2.1. Principio de trabajo y energia 21
CAPITULO 3. PRINCIPIO DE IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO .......ccoovuumnnne. 55
3.1. Principio de impulso y cantidad de movimiento .........cccoveeeeeererrecererreceneenenes 55

3.2, CROQUES ..ottt ettt ettt enac 69
3.2.1 Choque con objetos unidos — Cantidad de movimiento...........ccecuuee. 69

3.2.2 Choque con objetos separados — cantidad de movimiento..........cc.c....... 70

3.2.2 Choque frontales ........cccvuevcurieercenieeecineecineieeiseieeseie s saesneaens 70

3.2.3 ChOqUE ODLICUOS. ...cucveveiriieciieiciiecireie et saesneaens 71
CAPITULO 4. CINEMATICA DE CUERPO RIGIDO ........covviiiiiiiiiiiiniiannn, 99
4.1. Cinematica de cuerpo rigido ......coocecureurecererricineinicireireneieectreeseeeiseseeecasesseeesseneeees 99

REFERENCIAS .....covvitietieteeteeteete et eteeteeteeseeseesaeeseesseessesseessessesssessesssessenssessenssessesssessenseessens 113



Figura 1.
Figura 2.
Figura 3.
Figura 4.
Figura 5.
Figura 6.
Figura 7.
Figura 8.
Figura 9.

Figura 10.
Figura 11.
Figura 12.
Figura 13.
Figura 14.
Figura 15.
Figura 16.
Figura 17.
Figura 18.

INDICE DE FIGURAS

Representacion grafica del movimiento.........cceeccevecevunccrnecunnaes
Representacion grafica de la posicion inicial de los vehiculos...
Representacion grafica del movimiento..........c.cccecuvvuvcivirieninnee
Representacion gréfica de la posicion inicial de los vehiculos...
Representacion grafica del movimiento.........ccoeecevevcevurcecerecunnnee
Representacion del movimiento de los vehiculos........................
Movimiento de vehiculos - velocidades relativas.............c.........
Recorrido y posicion final de los vehiculos..........cccccciciciananee.
Direccion es de las aceleraciones ..........c.ocevceeerecerecerereeeenecunnnes
Movimiento de vehiculos - velocidades relativas..........cccc.ou.....
Recorrido y posicion final de los vehiculos..........coecvvecinicunnce
Direccidn es de las aceleraciones ..........ccoceveeuvecurecreeneenrecunnnes
Movimiento de vehiculos - velocidades relativas........................
Movimiento de vehiculos — velocidades relativas............ccc.uue....
Ubicacion geométrica de 10s autos .......c.ooceeeveeeunecerecerirceeunecunnnee
Aplicacion de movimiento de bloques..........cevceeuvecurecerincucenenee
Movimiento de bloques y direcciones ...........ccoceeveeurvccuvercrennenee

Diagramas de cuerpo libre de los bloques..........cccoeeuvuviiunicnnacs

o 00 NN N D

10
12
13
13
14
16
16
17
18
19
23
23
24



Vi

DINAMICA - TIPS PARA INGENIEROS

Figura 19.
Figura 20.
Figura 21.
Figura 22.
Figura 23.
Figura 24.
Figura 25.
Figura 26.
Figura 27.
Figura 28.
Figura 29.
Figura 30.
Figura 31.
Figura 32.
Figura 33.
Figura 34.
Figura 35.
Figura 36.
Figura 37.
Figura 38.
Figura 39.
Figura 40.
Figura 41.
Figura 42.
Figura 43.
Figura 44.
Figura 45.
Figura 46.
Figura 47.
Figura 48.
Figura 49.
Figura 50.
Figura 51.
Figura 52.
Figura 53.

Tension del cable vs. angulo de aplicacién la fuerza F ................
Aceleracion relativa vs. angulo de aplicacion de la fuerza..........
Bloque con fuerza dependiente del espacio........c.ceceeueverrerenccunnne.
Diagrama de cuerpo libre del bloque A ........c.ccccooiiinicinininaee.
Bloque con sistema de reSOrte ..........coeureeuruneeeenecereeerireeerecnnenes
Compresion del resorte por efecto del bloque B .........ccccveucneeee
Etapas del movimiento de los bloques .........ccccoceuvecunicrrncrennenee
Diagrama de cuerpo libre bloques A y B - etapas 3y 4..............
Angulo de la rampa vs. distancia requerida ..........ccoc.coevererrerereen.
Bloque bajo la accion de una fuerza dependiente del espacio....
Diagrama de cuerpo libre del bloque A .........ccccoeuvivicininicincnnes
Bloque en caida con amortiguamiento...........cccoeeeeeecerereeenrecrnnnee
Etapas del movimiento del bloque.........cooveecuiinninceninnccee,
Diagrama de cuerpo libre bloque A - etapas 2y 3.......c.ccceeucece.
Bloque bajo la accion de una fuerza dependiente del espacio....
Diagrama del movimiento del bloque...........ccccuvcuriiincuniuninncnnes
Diagrama de cuerpo libre del bloque ........c.ccocoeuvecurecerneennicnnnnee
Diagrama trigonométrico del movimiento.........c.cceeceevveevrecunnnce
Diagrama trigonométrico de sustitucion...........c.cceeeeuveccuvevcuenenees
Bloque subiendo - fuerza del resorte ........oooeeveeereeereveernecnnnnes
Etapas del movimiento del bloque .........ccveeurivcevinecenincenincecenee
Diagrama de cuerpo libre bloque A - etapas 2y 3 .....cccccevecunnee
Bloque bajando con varias pendientes...........ccceeecureeeurureernecnnnnes
Etapas del movimiento del bloque .........ccooeveeuinnincccnnnccee,
Diagrama de cuerpo libre del bloque ..........ccoeeviniiinicinicnaee
COllarin - TESOTLE .....vueveereeirireericieteieireei ettt seaesenaes
Diagrama de cuerpo libre del movimiento del collarin..............
Bloque en caida con resorte de amortiguamiento ..........ccocccuue.
Descripcion del movimiento del bloque........cccoveveveeueirininecnnnne.
Bloque subiendo con fuerza dependiente del espacio.................
Bloque subiendo con fuerza dependiente del tiempo .................
Diagrama de cuerpo libre del bloque subiendo............cccccecceece.
Diagrama de cuerpo libre del bloque bajando .........ccccoveureucnncece
Bloque bajando con varias pendientes...........ccooeecuveeereereernecnnnnes

Etapas del movimiento del bloque.......c.ccoooeeeeuciiinininccccinninccee,

27
27
28
28
31
31
32
32
35
35
36
38
39
39
40
40
41
42
43
44
45
45
46
46
47
48
48
50
51
52
56
56
57
58
58



FiGuras

Figura 54.
Figura 55.
Figura 56.
Figura 57.
Figura 58.
Figura 59.
Figura 60.
Figura 61.
Figura 62.
Figura 63.
Figura 64.
Figura 65.
Figura 66.
Figura 67.
Figura 68.
Figura 69.
Figura 70.
Figura 71.
Figura 72.
Figura 73.
Figura 74.
Figura 75.
Figura 76.
Figura 77.
Figura 78.
Figura 79.
Figura 80.
Figura 81.
Figura 82.
Figura 83.
Figura 84.
Figura 85.
Figura 86.
Figura 87.
Figura 88.

Diagrama de cuerpo libre del bloque ........cccoceuvecerincevnicinecnnnnee

Diagrama inclinacion rampa 1 vs. espacio recorrido.................

Bloque con fuerza dependiente del tiempo ........ccceceeeuerrivenccnnnne.

Diagrama de cuerpo libre del bloque .........cccoouoevviiiiiiniiiiiinicnnns

Sistema de blOQUES.......c.cerveueuiericieiieicieie e

Diagrama de cuerpo libre de los bloques.........ccccccuvuvceeureueunecunnnce

Sistema de bloqUeS .......c.ccuvecuriiueiniciricrcecccee e

Diagrama de cuerpo libre de los bloques..........cccccoeuvieviniirininnes

Sistema de BlOQUES .....c.cueururereuiieiririricccirecce s

Choque de bloques que s€ Unen............cccueurieueuneirierseuneueiennennes

Choque de bloques..........ccveeueincueinecunicenicenecseciseeeeseieseeaeeaes

Diagrama de velocidades en un choque oblicuo.........ccccccveucunece

Choque oblicuo de esferas ..........coveveeueurreneneeieinreneneeeesereeenes

Chogque oblicuo de esferas — coordenadas del choque................

Diagrama coeficiente de restitucion vs. distancia recorrida.......

Choque de bloques - rampla........ccccccveverneeenecneceneeereerecnenes

Diagrama de movimiento de los bloques.........ccecccvuvcueureernecunnes

Choque de bloques — union - rampla.........cccceeevreneeernnencnnee.

Diagrama de movimiento de los bloques..........ccccccocvuvvuviininicnnes

Choque oblicuo de esferas .........ccoveeurevevreneeeiniernecireeeereereenenes

Choque oblicuo de esferas — coordenadas del choque................

Choque oblicuo de esferas .........ccveeurevcurencuernecineceneceeneerecenenes

Choque oblicuo de esferas — coordenadas del choque................

Choque oblicuo de esferas ..........coveveeueirrinenccieinneneeeeeseeeenes

Choque oblicuo de esferas — coordenadas del choque................

Choque bala con bloques............cceueurieeieeniinieiciririceeeienenaes

Diagrama de cuerpo libre bloque B - bala.........cccccouccuvcuniiricncnncs

Choque y movimiento de bloques.........c.ccceveeunecrnencerenecrnecunnnee

Diagrama - ecuacion de la cuerda........c.ccoceuveeuvicinccnccrnicnnnnes
Recorrido de la bola de billar............coccvieiniciniciniiiiciiciaes

Diagrama del primer choque.........ccccoueveuneunierciniinicicniniencnnes

Diagrama del segundo choque.........ccocceuceuviunicicciniinicincininicicnnes

Bloque - Rampla -

ChOqUE....ceiciceceece e

Compresion del resorte por efecto del bloque B .............ccc........

Choque de carros

59
63
63
64
64
65
66
67
68
70
70
71
72
73
76
76
76
78
78
80
80
81
82
83
83
85
85
87
87
89
89
90
91
91
96



DINAMICA - TIPS PARA INGENIEROS

Figura 89. Movimiento de los carros después del choque ........ccccceuvcueneece. 97
Figura 90. Diagrama del chOqQUE .........cccvueurmeurincciniciricrcccccieceeeens 97
Figura 91. Diagrama de velocidades del carro A .........ccccoovevvicinicivincnnnnee. 98
Figura 92. Diagrama de velocidades del carro B .........cccccoveuvicivicivincnnnaee 98
Figura 93. Diagrama de velocidades de 1os carros ...........ccooecvevcicivicininnes 99
Figura 94. Mecanismo de biela — manivela ........c.ccoocvverneencnncnnccenenees 102
Figura 95. Mecanismo de biela — manivela ........c.ccoccvvevnccnccnncnnccnenees 103
Figura 96. Mecanismo de biela — manivela - corredera........c..ccceeeuvuveueunece. 105
Figura 97. Diagrama de verificacion del mecanismo...........ccocveeecurerreecnncn. 105
Figura 98. Mecanismo de biela - manivela - corredera..........cccccevuviriunnnes 107
Figura 99. Mecanismo de biela - manivela - corredera..........ccccecureuruunnce. 109
Figura 100.Mecanismo COITeAera ..........cveuuemrmneueerecerereueeeseneeensnseseeesessenens 110
Figura 101.Diagrama de velocidades y aceleraciones ..........ccocceuvcuvueucunce. 110
Figura 102.Mecanismo COIredera .........c.oeuemieiniernineueineenneenesesencsensenens 112
Figura 103.Diagrama de velocidades y aceleraciones ............ccccecuevuviuniunnnes 113

Figura 104.Barra con esfera - choque...........ccocccucuviuriccincinicicincniccccn, 115



: INTRODUCCION :

La dindmica es una de las principales bases de la Ingenieria Mecanica, por medio de esta
se pueden determinar las fuerzas que acttian sobre un cuerpo, determinando cuales estan
a favor o en contra del movimiento de este. Esto es muy importante debido a que del buen
entendimiento de esta teoria se puede visualizar y entender mejor el funciénamiento de
mecanismos o equipos mas complejos.

Para el estudiante de Ingenieria Mecdnica entender la dindmica del movimiento de una
particula o un mecanismo le permitird manejar o plantear sin problemas las ecuaciénes
del movimiento de este, haciendo de esta forma que el futuro ingeniero tenga claro en su
mente como evoluciona el movimiento y qué fuerzas actan para generarlo.

Con la experiencia adquirida durante varios afios en el desarrollo de proyectos de
investigacion, el desarrollo recurrente de prototipos y méquinas e impartiendo esta
asignatura en entornos universitarios de pregrado y posgrado, nos hemos dado a la tarea
de recopilar varios ejemplos de autoria propia y algunos adaptados de importantes autores,
los cuales, por su complejidad, aportan bastante en el aprendizaje de esta materia. Para
estos ejercicios se muestra el paso a paso del desarrollo y como desde la perspectiva del
ingeniero se debe pensar para soluciénarlos, adicionalmente se dan consejos practicos para
el desarrollo de estos.

Este libro se plantea como un complemento a los libros tradicionales donde se muestra
ampliamente la teoria con el fin de profundizar en el desarrollo de ejercicios adquiriendo
destrezas de una forma practica y soluciénando dudas que fortalecen el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la asignatura, ademas de aportar a los inicios en programacion en
Matlab. Adicionalmente, para algunos ejemplos y explicaciones se hace el acompainamiento
de su desarrollo mediante video en YouTube.






CAPITULO 1

CINEMATICA DE LA
PARTICULA

1.1. Movimiento curvilineo - componentes rectangulares y normal
-tangencial

En esta primera seccion se desarrollaran ejemplos en los cuales se tendran en cuenta
las ecuaciénes de movimiento constante y movimiento acelerado de una particula, para
movimiento constate se tienen la siguiente ecuacion (Beer et al., 2010; Sandu, 2012):

V:5 (1)
t

Para movimiento acelerado o variable se tienen las siguientes ecuaciones (Beer et al., 2010;
Sandu, 2012):

V,=V,tat 2)

V=V %2as 3)
2

s=v, 120 (4)
2

Ejemplo 1.1: dos carros estdn en la competencia de % de milla (aproximadamente 402 m),
los datos de los movimientos de los carros que parten desde el reposo son los siguientes:
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»  Carro A: alcanza su mdxima velocidad en un tiempo ¢, = 4 s y después sigue a
velocidad constante hasta el punto medio de la carrera donde lleva un tiempo
det, = 27s.

»  Carro B: alcanza su maxima velocidad en un tiempo ¢, = 5s y después sigue a
velocidad constante hasta el punto medio de la carrera donde lleva un tiempo
det, =26s.

» A partir del punto medio de la carrera los dos carros desaceleran a razén de
0,1m/s? determinar la diferencia en la distancia final entre el carro ganador y
el otro carro.

o Desarrollo - para el carro A

Del enunciado para el carro A se tiene que el recorrido hasta la mitad de la carrera (201
m) se compone de un espacio a velocidad variable (S, )y un espacio a velocidad constante
(S,,), por consiguiente, de las ecuaciénes 2 y 4 se tiene:

Movimiento acelerado (¢, =4s):

Vr
v, =V, ta,t,,=a,=—
I
2
a,ty, Vily
Sy =Vttt = 2 :2Vf

Seguidamente, el vehiculo sigue con movimiento constante, este movimiento se hace a
velocidad maxima, es decir, con la velocidad final del movimiento acelerado. Del enunciado
se tiene que el tiempo total hasta el punto medio de la carrera es de 27 sy lleva 4 s acelerando,
por consiguiente, de la diferencia de estos tiempos se tiene que el movimiento a velocidad
constante se hace en 23 s, teniendo en cuenta esto se tiene que el espacio recorrido a
velocidad constante de la Ecuacién 1 es igual a:

Sy =Vt =23y,

Por consiguiente, para el carro A se tiene que el espacio recorrido hasta la mitad de la
competencia es:

Sy =201=s5,+s,,=2v, +23v,
Despejando se tiene que la maxima velocidad del carro A es:

v, =8,04m/s

A partir de la mitad del recorrido se inicia un nuevo movimiento a velocidad variable
(desacelerado), el cual va hasta el final del recorrido, para el cual se tiene que la velocidad
inicial es la final del movimiento anterior, por consiguiente, de la Ecuacion 4 se tiene:
2
a,t
= _ 4743
Sa3 =Vslys )
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Sustituyendo a, , v,y ordenando la ecuaci6n:
0,05¢,," —8,04¢,,+201=0
{5 =30,963
De donde el tiempo total del recorrido del carro A es de:

ty=t,+t,+1t,;=57,96s

e Desarrollo - para el carro B

Del enunciado para el carro B se tiene que el recorrido hasta la mitad de la carrera (201
m) se compone de un espacio a velocidad variable y un espacio a velocidad constante, por
consiguiente, de las ecuaciones 2 y 4 se tiene:

Movimiento acelerado (¢, =5s):
v
V.=V, +a,t, =>a =L
f 0 B Bl B
' Ly

2
agly

Vsl
Sp =Vl + :>S31=T=2,5vf
Seguidamente, el vehiculo sigue con movimiento constante, este movimiento se hace a
velocidad maxima, por tanto, con la velocidad final del movimiento acelerado y en un
tiempo de 21 s, el cual es la diferencia de tiempos hasta la mitad del recorrido, teniendo
en cuenta esto se tiene que el espacio a velocidad constante de la Ecuacién 1 es igual a:

Sgy =V g =21,

Por consiguiente, para el carro B se tiene que el espacio recorrido hasta la mitad de la
competencia es:

Spoay =201=55 +55, =2,5v, +21v,

Despejando se tiene que la maxima velocidad del carro B es:

v, = 8,55m/s

A partir de la mitad del recorrido se inicia un nuevo movimiento variable (desacelerado),
el cual va hasta el final del recorrido para el cual se tiene que la velocidad inicial es la final
del movimiento anterior, por consiguiente, de la Ecuacion 4 se tiene:

2
a,t
_ Blp3
Sgy =Vplgy— 5
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Sustituyendo a,, v,y ordenando la ecuacién:

0,052,,> —8,55t,, +201=0

1y, =28,135
De donde el tiempo total del recorrido del carro A es de:

typ =g 1y, +15=54,13s

Esto demuestra que el carro ganador es el carro B, el cual hace el recorrido en un tiempo
menor (3,83s menos que el carro A), para el espacio de diferencia se debe calcular el espacio
recorrido por el carro A en el tiempo del carro B, como ya se sabe que hasta la mitad del
recorrido el carro A toma 27 segundos, el tiempo restante que toma el carro A a partir de
la mitad de la pista es con velocidad variable (desacelerada) de donde se tiene:

Ly =tlgr =1, =54,13-27=27,13s
De la Ecuacion 4 se tiene que el espacio recorrido en este tiempo es de:

2 2
Si3=Vilypg— Dalas t;B =8,04x27,13 —M

s, =181,323m

Por consiguiente, el espacio total recorrido por el carro A en el tiempo del carro B es de
S ,7.5=382,323m (suma del espacio hasta la mitad del recorrido y el espacio calculado en el
tiempo de B), finalmente, como el carro B completo todo el recorrido (402 m) se dice que

el carro B le tomo una distancia de 19,67m en la meta al carro A.

Ejemplo 1.2: un carro Clleva una velocidad v_= 80km/h y pasa por el frente de una patrulla
de policia, la cual tarda 10 s en reaccionar, el conductor de la patrulla acelera rdpidamente
y alcanzar la velocidad v, = 100km/h en 15 s. Después de un tiempo la patrulla alcanza el
carro y le ordena detenerse, lo cual ocurre al cabo de 4 s para los dos carros. Para los datos
suministrados determinar el espacio total recorrido.

Desarrollo

Cuando la patrulla arranca, el carro C ha recorrido un espacio constante en 10 s, de la
Ecuacidn 1 se tiene:

Sep =V, 1
Teniendo en cuenta que la velocidad del carro C en unidades del Sistema Internacional
(SI) equivale a:
o km 1000m 1k

ve =80 =2222m/s
h  1km 3600s
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De donde se tiene que el recorrido correspondera a:

Se; =22,22x10=222,22m

Tips 1: para este tipo de ejercicios es importante que se planteen ecuaciones de espacio y
de movimiento de los vehiculos en un mismo tiempo.

Pasados los 10 s de recorrido del carro C, planteando las ecuaciones de espacio y tiempo
de recorrido de los dos vehiculos, se tiene:

Del enunciado y del calculo inicial del espacio recorrido por el carro C hasta que la patrulla
lo alcance se tiene, como se observa en la Figura 1:

P

Figura 1. Representacion grafica del movimiento

|E4S

»

»

»

»

»

»

P
\W #

Fuente: elaboracion propia.
El tiempo total del recorrido para los dos carros es igual.

El espacio total del recorrido de la patrulla es igual al espacio de recorrido del
carro C mas 222,22m, por lo tanto se tiene la siguiente ecuacion:

Spp = 222,22+, (5)

El espacio recorrido de la patrulla se divide en: un espacio con aceleracion
uniforme (15s) y un espacio a velocidad constante de donde se tiene:

Spr =Sp4 TSpc (6)

Para el espacio acelerado de la patrulla se tiene: v, = 0, V= 100km/h =27,77m
/ s,t = 15s, de donde de las ecuaciones 2 y 3 se tiene:

v, =vy+at=a,=1,8518m/s’

v, =v,+2as=>s, ,=208,2lm

A

Para el espacio a velocidad constante, asumiendo un tiempo (¢, ), dela Ecuacion
1 se tiene:

Sp o =Vvpt, =27,77t,

co —Cco

Reemplazando en la Ecuacion 6 se tiene que el espacio recorrido por la patrulla
es igual a:

Spr =Sp_y TSp_c = 262,7+27, 7ZP*00 (7)
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. Para el carro C

»  Como ya se menciono, el tiempo del recorrido de los autos es igual y el tiempo
de recorrido del carro C sera igual al de la patrulla, es decir:

to=15+¢t,_,
»  Como el recorrido del carro C se hace a velocidad constante, de la Ecuacién
1 se tiene:
Se =V (15 +tP_w) =V (15 +tP_w)
Sc :22’22(15+tP—c0):333’3+22’2tco (8)

»  Reemplazando las ecuaciones 7 y 8 en la Ecuacion 5 se tiene que el tiempo de
recorrido de la patrulla a velocidad constante es de:

262,7+27,77t,_,, =222,22+333,3+22,22¢

P—co P—co

tp_,, =52,76s
De donde se tiene que el espacio recorrido por los carros hasta el punto donde se encuentran
es de 1742,41m, Ecuacidén 7.
Spr =262,7+27,77t,,=1727,84m
Seguidamente, después de este espacio, los dos carros desaceleran en un tiempo de 4 s, por
consiguiente, se tiene:

e Parala patrulla

Para el espacio desacelerado se tiene: v, = 27,77 m /s, v = 0,t = 4s, de donde de las ecuaciones
2y 3 se tiene:

v, =v,+at=a, =-6,9425m/s’

2 2
v, =V, +2as=sp , =5554m

El espacio total recorrido por la patrulla es de:

Spropy =1727,84+55.54=1783,38m

Para el carro C se tiene:

Para el espacio desacelerado se tiene: v, = 22,22m/s,v,=0,t=4s, de donde de las ecuaciones
2y 3 se tiene:

v, =v,tat=ac =-5,555m/s’

22 _
v, = +2as=>s. , =44,44m
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El espacio total recorrido por el carro C es de:
S proraL =1727,84+44.44=1772.28m

Ejemplo 1.3: dos carros separados 1500 m, Figura 2, el carro A acelera desde 0 hasta 88 km/h
en 10 sy el carro B acelera desde 0 hasta 39 km/h en 12 s. Determine el tiempo requerido
para que el carro A le tome una distancia de 1500 m del carro B.

Figura 2. Representacion grafica de la posicion inicial de los vehiculos

1500 m

A |e

A\ 4
[on}

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo
En la siguiente figura se realiza una representacion grafica del movimiento propuesto.

Figura 3. Representacion grafica del movimiento

1500 m Sg 1500 m

Fuente: elaboracion propia.

Inicialmente se debe calcular las aceleraciones de los carros y los espacios recorridos hasta
alcanzar sus mdximas velocidades, de las ecuaciones 2 y 3, para el carro A: v, = 0,v, = 88km
/h=24,4m /st =10s, se tiene:

2
a,=2,44m/s" ys, =122,22m
Para el carro B: v, = 0,vf= 39km /h=10,83m/s, t = 12s, se tiene:
a, =0,90m/s> ys, =65m
Como se puede apreciar, los carros llegan a su maxima velocidad sin recorrer el espacio
total que los separa, como el carro que mas tiempo toma en alcanzar su méxima velocidad

es el B se calculan los espacios recorridos para los dos carros en el tiempo del carro B (12
s), ya que el tiempo debe ser igual para los dos.

Por consiguiente, le faltarian dos segundos de recorrido al carro A, el cual lo hace a velocidad
constante, de la Ecuacién 1 se tiene:

S =V, 1=24,4x2=48,89m

Seguidamente, considerando que:

a.  Elespacio para ambos carros se divide entre un espacio acelerado y uno constante.

b.  Eltiempo de recorrido para los dos carros es igual, adicionalmente de la Figura 3 dela
representacion del recorrido se tiene para el espacio recorrido la siguiente ecuacion:
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s, =1500+s, +1500
S0t S o+, e =S50, +Sp ¢ +3000
S0t S v t=8, ,+v,1+3000
122,22 +48,89+24,4t =65+10,837+3000

De donde el tiempo final a velocidad constante es:

t=212 6ls

Finalmente, el tiempo total del recorrido (sumandole los 12 s iniciales) es de:

tra =224 61

Total
Ejemplo 1.4: dos carros separados 1500 m, Figura 4, el carro A acelera desde 0 hasta 88
km/h en 10 s en direccién x positivo, y el carro B se dirige hacia el carro A (direccién x

negativo) y acelera desde 0 hasta 39 km/h en 12 s. Determine el tiempo requerido para que
después de que se crucen exista entre los dos carros una distancia de 1500 m.

Figura 4. Representacion grafica de la posicion inicial de los vehiculos

1500 m
A |< > B

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo
En la siguiente figura se realiza una representacion del movimiento propuesto.

Figura 5. Representacion grafica del movimiento

1500 m
A ¢ > B
B
A
1500 m
A |e > B

Fuente: elaboracidn propia.
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Inicialmente se debe calcular las aceleraciones de los carros y los espacios recorridos hasta
alcanzar sus maximas velocidades, de las ecuaciones 2 y 3, para el carro A: v, = 0,v, = 88km
/h=24,4m/ st = 10s, se tiene:

a,=244m s’ys, =122 22m

Para el carro B, v, = O,sz 39km / h =10,83m / s,t = 12s, se tiene:

a,=090m s ys, =65m

Como se puede apreciar, los carros llegan a su maxima velocidad sin recorrer el espacio
total que los separa, como el carro que mas tiempo toma en alcanzar su maxima velocidad
es el B, se calculan los espacios recorridos para los dos carros en el tiempo del carro B (12
s), ya que el tiempo debe ser igual para los dos. Por consiguiente, le faltarian dos segundos
de recorrido al carro A, el cual lo hace a velocidad constante, de la Ecuacién 1 se tiene:

S =V, 1=24 4%2=48,89m

Considerando que:

a.  SegunlaFigura 5 de representacion del movimiento, cuando los carros se cruzan han
recorrido entre los dos 1500 1, pero segun el enunciado la distancia a determinar
serd después de cruzarse y haber recorrido 1500 m adicionales, por consiguiente,
el espacio total recorrido entre los dos carros es de 3000 .

b. Lavelocidad de los carros después de 12 segundos es constante.

c.  Eltiempo para los dos carros después de los 12 s es el mismo, por consiguiente, se
tiene:

S0+ S+ S5 +S e S5 =3000
S0t S,+S, , v, t+v, t=3000
122,22+ 48,89+ 65+24,4r+10,837 =3000
Solucionando se tiene que el tiempo de recorrido a velocidad constante es:
t=78,35s
Finalmente, el tiempo total del recorrido, sumandole los 12 s iniciales, es de:

t,. =90,35s.

Ejemplo 1.5: en el instante mostrado, Figura 6, los carros A y B de la figura llevan las
velocidades V, y V,, respectivamente, si se sabe que el carro A se desacelera hasta detenerse
y que la velocidad del carro B es constante, determinar la distancia d que los separa en
funcién de los datos suministrados cuando A se detenga.
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Figura 6. Representacion del movimiento de los vehiculos

Va -
A, a, V,=0
A A
V., (CTE) V.,
B B
Fuente: elaboracidn propia.
Desarrollo

Para el recorrido descrito se sabe que los dos carros utilizan el mismo tiempo, por
consiguiente:

De las ecuaciones de movimiento variable, ecuaciones 2 y 4, para el carro A se tiene:

Vo=V, —a, =t =4
A2 T VAl A -

ay
2
v
Al
a,
¢ = Va | _ a,
4= Va 5
a,
Por lo tanto:
2 2 2
_VYa Va _Va
SA —

a, 2a, 2a,
En el mismo tiempo, para el carro B se tiene espacio a velocidad constante Ecuacion 1:
7

Sp =V 1 =Vg
a,

De donde el espacio que separa los dos carros al final del recorrido es igual a:
2
1% v
- _ Al Al
d=s,—5,=Vy )
a, a,

1.2 Velocidades dependientes y relativas

En la solucién de muchos problemas que envuelven la dindmica del movimiento es
importante determinar si el movimiento de un cuerpo depende o no del movimiento de
otros, de igual forma es importante saber como un cuerpo se mueve en relacion a otro o
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un punto fijo, a continuacion, se dara una explicacion de la dindmica del movimiento de
los objetos cuando dependen de otros y su movimiento relativo.

1.2.1. Velocidades dependientes

Para desarrollar ejemplos de este tipo es importante detallar en cada uno de ellos la ecuacién
dela cuerda o cuerdas que componen el sistema, para esto se tendran en cuenta las siguientes
recomendaciones que son aplicadas en los ejemplos desarrollados:

o Para plantear la ecuacion de la cuerda, se deben seleccionar sistemas de referencia
en puntos estaticos de la cuerda.

o A partir de los puntos estaticos se determina la ubicacién de los cuerpos, estas
distancias son positivas.

o Enlaecuacion dela cuerda no se deben incluir segmentos los cuales son constantes,
ya que al derivarlos el resultado es cero.

1.2.2. Velocidades relativas

Para desarrollar ejemplos de este tipo se deben tener en cuenta las siguientes ecuaciones
de espacio (S), velocidad (V) y aceleracién (a) (Hibbeler, 2015):

Syp=54"5p ©)
Vg =Vs— Vs (10)
a,,=4a,—d; (11)

Adicionalmente, para este tipo de ejercicios se deben tener en cuenta los siguientes tips:

o Parael célculo de las velocidades y aceleraciones relativas se deben tener en cuenta
todas sus componentes segtn el tipo de ejercicio: velocidades tangencial, radial,
transversal, y aceleraciones tangencial, normal, radial y transversal.

e Adicionalmente se deben hacer los respectivos calculos teniendo en cuenta las sumas
en las coordenadas cartesianas en lo posible, con el objetivo de facilitar los calculos.

A continuacion, se desarrollaran algunos ejemplos de cada tipo:
Ejemplo 1.6: los dos carros de la Figura 7 parten del reposo desde la posicién mostrada, el
carro A acelera desde 0 hasta 70 km/h en 12 sy el carro B acelera desde 0 hasta 100 km/h

en 10 s. Si se sabe que la pista tiene un radio de 100 1, determine la aceleracién del carro
B con respecto al carro A después de 10 s.

11
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Figura 7. Movimiento de vehiculos — velocidades relativas

— [ABE]—
Fuente: elaboracidn propia.

Para cada uno de los carros se debe calcular su velocidad, su aceleracion, el espacio recorrido
alolargo de 10 s y su localizacion en la pista. De las ecuaciones 2 y 4, para el carro A, se tiene:

v, :0—>70k7m:0—)19,44m/s

Vi =Veta,ly

vV, =V -
a,=-"L w 19,44 0:1,62m/s2
Ly
2 2
SA—10:V0A1+GA;AB =0+1’62;10 =81m

Se debe recalcular la velocidad de A para un tiempo de 10 s, ya que el recorrido se da en
este tiempo, el cual es menor al especificado en el ejercicio, de la Ecuacion 2 se tiene:

Vi =Voutat,,=162m/s
De igual forma para el carro B se tiene:
vy =0->100km/h=0—>27,7Tm/s
Vg =V tagly
Vi~ Vs  27,77-0
,

=2,77m/ s

CIB=

2 2
agt 2,77x10
Spg =Vl + B =0 2T 138 5m
En el caso del carro B, la velocidad al cabo de 10 s es la maxima, ya que el tiempo de recorrido
es el mismo que el tiempo de especificado en el ejercicio. A continuacién, se deben ubicar

las posiciones de los carros al cabo de los 10 s, Figura 8), como se indica a continuacién:
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Figura 8. Recorrido y posicion final de los vehiculos

o [P /
3

SA—10 53-10

Fuente: elaboracion propia.

_ Sac0 _ ﬂ =0,81rad = 46,409°
r 100

_Spio _ 138,5 =1,385rad =79,354°
r 100

Seguidamente, en estos puntos de localizacion se ubican y se descomponen las aceleraciones
presentes en los dos carros como se observa en la siguiente figura:

Figura 9. Direccion es de las aceleraciones

SA-1o 55710

Fuente: elaboracion propia.

Aplicando la féormula de aceleracion relativa de la Ecuacion 11 y ampliandola, dado que los
dos carros se estain moviendo por una pista circular, ambos tienen aceleracion tangencial
y normal, por consiguiente:

T N T N
g =4ag tag —a, —a,

2 2
% %
T - T _
4 UB-10 —a,” - 4-10 (12)
r

Apiy = dp

Para el caso de las aceleraciones del carro B:

a,’ =ay(cosBi+senf j)=0,511i+2,722j 1/ s>

a,” =M(—cos(90—ﬁ)i+sen(90_ﬁ)j)

r

13
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Aplicando identidades trigonométricas se puede deducir que:

cos(90— ) = cos(90)cos(B)+sen(90)sen(B)=sen(f)
sen (90— B)=sen (90)cos(B)—cos(90)sen(B)=cos(p)

Por tanto:
2

a," = Vb’%(—senﬁwcosﬁj) =-T5T8i+14246]

Para el carro A, de forma analoga, se tiene:
a, =a,(—cosOi+send j)=—1.116i+1.173 j(m/s’)

2

aV =20 —410(c0s(90—6)i+sen(90-6) )

r
2

al = VAV“) (sen@i+cos6 j)=1.9i+1.809 j (m/sz)

Reemplazando en la Ecuacion 12 se tiene:

ay,, =—7.851i+1.1646 j(m/s)

Ejemplo 1.7: los dos carros de la Figura 10 parten del reposo desde la posicién mostrada,
el carro A acelera desde 0 hasta 80 km/h en 11 segundos (linea recta) y el carro B acelera
desde 0 hasta 90 km/h en 10 segundos (pista circular de radio 120 metros). Determine la
aceleracion del carro A con respecto al carro B después de 11 segundos.

Figura 10. Movimiento de vehiculos — velocidades relativas

[B]|—

Fuente: elaboracion propia.

Para cada uno de los carros se debe calcular su velocidad, su aceleracion, el espacio recorrido
alolargo de 10 s y sulocalizacion en la pista, de las ecuaciones 2 y 4 para el carro A se tiene:
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v, =0—>80km/h=0—>2222m/s
Vi =Voyta,ty
va _VUA _ 2222
tA

2 2
R aA;AB o, 20211

a,= =2.02m/ s’

=122.22m

En el caso del carro A, la velocidad al cabo de 11 s es maxima, ya que el tiempo de recorrido
es el mismo que el tiempo de aceleracion especificado en el ejercicio. De igual forma, para
el carro B se tiene:

vy =0>90km/h=0—>25m/s
Vg =v,tagil,

Ve " Vep 25

a,=-"L—"2=""=25m/s
t 10

En el caso del carro B la velocidad es la maxima debido a que el tiempo de recorrido es
mayor al tiempo de aceleracion y por qué el carro no puede sobrepasar su maxima velocidad,
pero en el caso del espacio recorrido este se compone de un espacio a velocidad variable,
Ecuacién 4, y un espacio a velocidad constante, Ecuacion 1:

a,t,, Jr2.5><1()2

Spio=V,pt+ =0 =125m

Sp =Vyt=25x1=25m
De donde el espacio total recorrido por B es:
Sp1 = Spoig TS5, =150m

A continuacién, se deben ubicar las posiciones de los carros al cabo de 11 s como se indica
a continuacion:

15
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Figura 11. Recorrido y posicion final de los vehiculos

5 /

SB-H
Fuente: elaboracion propia.
g=Sen 150 s d 71619
r 120

Seguidamente, en estos puntos de localizacion se ubican y se descomponen las aceleraciones
presentes en los dos carros como se observa en la siguiente figura:

Figura 12. Direccion es de las aceleraciones

SB-1‘I

Fuente: elaboracidn propia.

Aplicando la féormula de aceleracidon relativa, Ecuacion 11, y ampliandola dado que el
carro B se estd moviendo por una pista circular tiene aceleracion tangencial y normal, por
consiguiente:

aup=4d,—dp —dg

Vp_
a,p=4dy _aBT — (13)

Para el carro A se tiene:
a, :2.02j(m/s2)

Para el carro B, debido a que ya el tiempo de aceleracion paso y se encuentra en velocidad
constante su aceleracion tangencial es cero, por consiguiente se tiene:

T_
az =0
2

2
ay" =" = T (—senf i+ cos /) = ~4.942i+1.642



CAPiTULO 1. CINEMATICA DE LA PARTICULA

Reemplazando en la Ecuacion 13 se tiene:

Ay, =4942i+0378 j(m/s*)

Ejemplo 1.8: en el instante mostrado, el auto de carreras A sobrepasa al B con una velocidad
relativa (v, =1 m/s ). Si se sabe que las velocidades de los carros son constantes y que la
aceleracion relativa de A con respecto a B es (a,,=0,3 m/s’) apuntando hacia el centro de
giro. Determinar las velocidades de los carros, teniendo en cuenta que R, = 105my R, =
100 m

Figura 13. Movimiento de vehiculos — velocidades relativas

Ra
R
BI||A
Fuente: elaboracion propia.
De la férmula de velocidades relativas, Ecuacion 10, se tiene:
Vag =Vy—Vy=lmlsj (14)

De la férmula de aceleraciones relativas, Ecuacion 11, y teniendo en cuenta que los carros
tienen solo aceleracién normal, ya que la aceleracidon tangencial de los carros es cero
(velocidad constante) se tiene:

a,,=-a,” —(—aBN):—O.3m/s2i

2 2
Va VB _

aA/B:—R—+———O.3m/SZ(2) (15)

A B

Reemplazando la Ecuacién 14 en la Ecuacién 15:

2

+1 2
_MJFVL:_()__?,

RA RB

~R, (v, +1)" +R,v,’ =—03R, R,
-R,v,”—2R,v,—R,+R,v,’=-03R, R,

~5v,> —200v, +3050 =0

v, =11.78m/s

v, =12.78m/s

17
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Ejemplo 1.9: los dos automoviles de la Figura 14 estdn en un semaforo (linea horizontal), si
se sabe que los dos carros arrancan con rumbos diferentes, el carro A con a, =2m/s’ toma
una carretera con una desviacion en linea recta de 35° a su derecha, el carro B con a,=1.5m/
s? toma un retorno circular de radio 200m a su izquierda. Para los datos proporcionados
determinar la velocidad y aceleracion del carro B con respecto al carro A al cabo de 8 s de
haber arrancado.

Figura 14. Movimiento de vehiculos — velocidades relativas

e

%

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo

Para cada uno de los carros se debe calcular la velocidad, aceleracion, el espacio recorrido
alo largo de 8 s y la localizacion en la pista, de las ecuaciones 2 y 4 se tiene:

e Carro A
v, =v,+at=0+2x8=16m/s
rr 2x§
s=vot+a—= “° —64m
2 2
o CarroB

v,=v,+at=0+1.5x8=12m/s

2 2
S:vot+£:ﬂ:48m
2 2

Adicionalmente, para el carro B se debe calcular e identificar su ubicacién en la pista circular,
como se indica a continuacion:
s 48
B===——=048rad =27.5
r 100
Segun los calculos realizados, en la siguiente figura se detallan las velocidades, las
aceleraciones y los puntos de ubicacion de los autos al cabo de 8 s:
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Figura 15. Ubicacion geométrica de los autos

Fuente: elaboracion propia.

De la Ecuacion 10 de velocidades relativas se tiene:
Veia = Ve~ Vy
V4 = Vg (cos Bi+senf j)—v,(cosOi—send j)
vy, =10.64i+5.54 j—13.1i+9.17 ]
Vy =—2.46i+14.71 j(m/s)

De la Ecuacién 11 de aceleraciones relativas y ampliando para el carro B que se mueve por
una pista circular se tiene:

a, , =a, +a," —a,
a, , =a, (cosﬂi+senﬂj)+%(—senﬁHcosﬂj)—aA (cosi—send j)
ag ,=133i+0.692 j-5.319i+10.218 j —1.638i+1.147 j
ay,, =—5.627i+12.057 j(m/s*)

19






CAPITULO 2

TRABAJO Y ENERGIA

El principio de trabajo y energia se deriva de la segunda Ley de Newton y presenta otra
visién mediante la cual se pueden desarrollar los problemas de la dindmica del movimiento
de los objetos, como se indica a continuacion.

2.1. Principio de trabajo y energia

El principio de trabajo y energia es una forma de trabajar algunos ejercicios, en los cuales se
tiene en cuenta la aplicacion de las fuerzas en determinado espacio dado del movimiento.
Este principio se deriva de la formula general de la Segunda Ley de Newton, de donde se
tiene (Navarro y Arguedas, 2020):

Y>F=ma (16)

De la Ecuacidén 16 se tiene que la aceleracidn es la derivada de la velocidad con respecto
al tiempo, por consiguiente:

ZFzm% (17)

Para poder inserir el espacio en la Ecuacion 17 se multiplica el término de la derecha por
la derivada del espacio con respecto al espacio, lo cual da como resultado la unidad, lo cual
no afecta la ecuacion:
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dvé

YF=m—
"t ds

(18)

Reorganizando la ecuacién anterior y teniendo en cuenta que la derivada del espacio con
respecto al tiempo en la velocidad se tiene:

2 F = méﬂ = mvﬂ
dt ds ds
> Fds=mvdv (19)

Realizando la integral a cada lado de la ecuacion y teniendo que los limites para las integrales
son: para el espacio va de cero (inicio del recorrido) hasta un espacio S por definir y parala
velocidad los limites van desde una velocidad inicial (v,) y para un espacio S del recorrido
la velocidad es (v,), se tiene:

JZ Y. Fds = J.tzmvdv

1 1
IS > Fds = —mv,” ——mv,
0 2 2

1 1
Emvl2 -I-J.SZFdS :Em\/Z2 (20)

Esta tltima ecuacion, conocida como la ecuacion del principio de trabajo y energia, indica
que la energia cinética de un cuerpo en un primer instante se ve afectada por la sumatoria de
las integrales de las fuerzas que acttian sobre él en determinado espacio de su recorrido, por
consiguiente, se obtiene la energfa cinética en un segundo instante del recorrido. Algunas
de las fuerzas que acttian sobre el cuerpo son el peso, la friccion, fuerzas puntuales, fuerzas
dependientes del espacio, fuerzas de resortes, entre otras.

A continuacion, se desarrollaran varios ejemplos de aplicaciones en las cuales es util el
empleo del principié de trabajo y energia para su solucién.

Ejemplo 2.1: aplicacion con referencia a velocidades dependientes y 2 Ley de Newton.
Para el sistema de la figura determinar la aceleracién relativa del bloque B con respecto
al bloque A (a,,) teniendo en cuenta que se conocen los siguientes datos: la masa de los
bloques es m, y m,, respectivamente, el coeficiente de friccién de los bloques con el piso
es p vy la fuerza aplicada es F.

Matlab. Con el fin de evaluar la influencia del angulo de aplicacién de la fuerza F en la
magnitud de la tension y la aceleracion relativa (a,,,), variar el angulo entre 10° y 80° con
intervalos de 10° y graficar los resultados.

B/A
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Figura 16. Aplicacion de movimiento de bloques

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo
Del diagrama de cuerpo libre de los bloques y asumiendo que el bloque A baja, se tiene:

Figura 17. Movimiento de bloques y direcciones

Fuente: elaboracion propia.

Dela Figura 17 y de los tips dados en la seccion 1.2.1 se desarrolla la ecuacion de la posicion
de los bloques y la longitud de la cuerda:

L=3x,+x, (21)

Derivando la Ecuacidn 21 con respecto al tiempo se determina la ecuacién que relaciona
las velocidades de los bloques:

0=3v,+v, (22)

Derivando la Ecuacion 22, con respecto al tiempo, se determina la ecuacion que relaciona
las aceleraciones de los bloques:

0=3a,+a,
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a,= —%B (23)

Seguidamente en la Figura 18 se desarrollan los diagramas de cuerpo libre de los bloques
con las fuerzas que interactdan en su movimiento:

Figura 18. Diagramas de cuerpo libre de los bloques

Fuente: elaboracion propia.

Del diagrama de cuerpo libre del bloque A, aplicando la 2 Ley de Newton, Ecuacion 16,
se tiene:

Z F A—Perpendicular al sentido del Movimiento = 0

N,—w,cos30+ Fsen30=0
N, =w,cos30- Fsen30 (24)

2 F s oo det Movimiento = M494
w,sen30— fr, —3T —Fcos30=ma,
w,sen30—u N, —3T - Fcos30=m,a,
Reemplazando el valor de N, Ecuacién 24, en esta ultima ecuacidn se obtiene:

w,sen30—puw, cos30+ u Fsen30—-37T — Fcos30=m,a,

Despejando la aceleracion (a):

w,sen30—uw, cos30+ u Fsen30—37 — F' cos30

a
m ! (25)
Reemplazando la Ecuacién 23 en la Ecuacion 25 se tiene:
w,sen30—puw, cos30+ u F'sen30—-37 — F cos30

m,
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Del diagrama de cuerpo libre del bloque B se tiene:

Z F B—Perpendicular al sentido del Movimiento = 0
Ny —wyc0s30=0
Ny =w,cos30 (27)
z F, B—Sentido del Movimiento — mBaB
—wysen30— fr, +T = myay,
—wpsen30—u N, +T =mya,
Reemplazando el valor de N, Ecuacién 27, en esta tltima ecuacion se obtiene:
—wysen30— uw, cos30+7 =myay,
Despejando la aceleracion de B (a,):

—wgsen30— puw, cos30+7

a 28
m, B (28)

Igualando las ecuaciones 26 y 28 y despejando la tensién del cable se tiene:

3 w,sen30— puw, cos30+ u Fsen30—37 — F cos 30 _ —wpgsen30 — puwp cos30+T

my mg

T =(-3myw,ssen30+3m, uw,cos30-3m, u Fsen30
29
+3my F c0s30+m, wysen30+m, piwy, cos30)/(m, —9m,) 29

De esta altima ecuacién se determina la tension del cable, la cual permitira determinar la
aceleracion del bloque B por medio de las Ecuacion 26 y la del bloque A con la Ecuacién 23,
por ultimo, se determina la aceleracion relativa del bloque B con respecto al bloque A con
la Ecuacién 11.
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Script en Matlab

% % Velocidades dependientes y relativas

clc

clear

% Ejemplo 1.6

% Aceleracion relativa y Tension en el cable

% Suponiendo mA = 10 kg, mB=20 kg, F= 1000 Ny mu = 0.3

mA =40; mB = 15; F = 100; mu = 0.05;
g=9.381;

% Célculo del peso de los bloques
WA = mA*g; WB = mB*g;

ang_theta = 10:5:80; % 4ngulo en grados
% Convertir el angulo a radianes
rad_theta = ang_theta*pi/180;

% Ecuacion para la magnitud de la tension en el cable

T= (-3*mB*WA*sin(30%pi/180) + 3*mB*mu*WA*cos(30*pi/180)-3*mB*mu*F.*sin(rad_
theta) +3*mB*F.*cos(rad_theta)+mA*WB.*sin(30*pi/180)+mA*mu*WB.*cos(rad_
theta))./(mA-9*mB);

figure1 = figure(‘Color;[1 1 11);

plot(ang_theta,T);

grid on

title('Magnitud de la Tensidn del cable;FontSize;14);
xlabel(‘Angulo de F con el cable [Ao]/FontSize,12);
ylabel(‘Tensién [N];FontSize;12);

print -dpng EJE_1-6a.png %Guarda la Figura

% Calculo de la aceleracion relativa

aA = (WA*sin(30*pi/180)-mu*WA*cos(30*pi/180) +mu*F.*sin(rad_theta)-3.*T-
F*cos(rad_theta))./mA;

aB = -3*(WA*sin(30*pi/180)-mu*WA*cos(30*pi/180) +mu*F.*sin(rad_theta)-3.*T-
F*cos(rad_theta))./mA;

aA_B=aB-aA;

figure2 = figure(‘Color;[1 1 11);

plot(ang_theta,aA_B);

grid on

title(‘Aceleracion relativa de B respecto a A]FontSize,14);
xlabel(‘Angulo de F con el cable [Ao]/FontSize,12);
ylabel(‘a_{A/B} [m/sA{2}]FontSize;12);

print -dpng EJE_1-6b.png % Guarda la Figura
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Las figuras obtenidas muestran que tanto la tensién de cuerda como la aceleracion relativa
del bloque B con respecto al bloque A aumentan a medida que el ngulo que forma la fuerza
F con el cable también aumenta.

Figura 19. Tension del cable vs. angulo de aplicacion la fuerza F

5 Magnitud de la Tension del cable

45

40

35

30

25

Tension [N]

20

0
10 20 30 40 50 60 70 80
Angulo de F con el cable [°]

Fuente: elaboracion propia.

Figura 20. Aceleracion relativa vs. angulo de aplicacion de la fuerza

) Aceleracion relativa de B respectoa A

-2.5

-3

2
aA,B[Im/s ]
-

10 20 30 40 50 60 70 80
Angulo de F con el cable [*]

Fuente: elaboracién propia.
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Ejemplo 2.2: sabiendo que el bloque de la figura parte del reposo s =6 m, h =4 fty que su
coeficiente de rozamiento es u=0.12, determinar la fuerza F que se debe aplicar para que el
bloque A (2 Ib) se mueva 1 m (3,28 f) y alcance una velocidad de 3 f#/s.

Figura 21. Bloque con fuerza dependiente del espacio
F

Fuente: elaboracion propia.
Desarrollo conceptual
Tips: lo primero que se debe desarrollar es colocar todo el ejercicio en un sistema de
unidades tnico, en este caso el mejor seria el sistema inglés por consiguiente se tiene: s =

6 m = 19.685 ft, movimiento del bloque A (1 m = 3,28 ft). Desarrollando el diagrama de
cuerpo libre del bloque A se tiene:

Figura 22. Diagrama de cuerpo libre del bloque A
W Fsen6 .

70 Fcoso

Fr

N

Fuente: elaboracion propia.

Del diagrama de cuerpo libre se tiene:
ZFyZOSN:W—FSCHQ (30)

senf :L (31)

N

s
el 32
VA + 52 2

Aplicando el principio de trabajo y energia, Ecuacion 20, se tiene:

cosf =



CAPITULO 2. TRABAJO Y ENERGIA

1 1
Emvlz—fFrds+chos@ds=5mv22 (33)

Reemplazando las ecuaciones 30, 31 y 32 en la Ecuacidn 33 se tiene:

1 1
Emvl2 — [ uN ds + [ F cos O ds :Emvz2
%mvl2 —[ (W — Fsen®)ds +] F cos 0 ds :%mvz2

h s 1
—]ds+fF—ds=5mv22 (34)

h+s? NI

Teniendo en cuenta la posicién inicial y la posicion final del bloque se tienen los siguientes
limites para las integrales:

%mvlz—f,u[W—F

lmvlz—r U W—FL ds+r F;a’s:lmvz2 (35)
2 5-3,28 B as? . 2

Desarrollando las integrales

Para la friccidn se tiene:

N h s 1
_.[s—3,28’u(W_F [12 4§ }ds =—uWs+ ’th.[s—3,28 [12 4§ ds
Aplicando cambio de variable e integracion inversa (cotangente) se tiene:

s=hcotO
ds=—h(1+cot29)d0

Reemplazando:
S h (1 +cot’ 0)

do
AW + 1 cot’ 0
s h (1 +cot’ 9)
S22 p1+cot* 0
——uWs—uFh[  l1+cot’6d6

5—3,28

=—qu—thI

=—uWs—uFhf do
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=—uWs— ,thJ.S_3 28C0S609d9

=—uW s—uF hln|cosecH + cot 6|
=—uWs—uFhln ! + !
H H senf tan6

/ 2 2
]ds=—qu—,thln %4‘2 (36)

_r u W—FL
53,28 W 452 h

+5

Para la fuerza se tiene:

s Ky
F——ds
L—3,28 /hz 4 g
Aplicando cambio de variable se tiene:
r=n"+s’
dr =2sds

Reemplazando:

s s e s dr S e
.’.5—3,28F /h2+sz dS_J.sfz,stﬁz_F\/;_F h+s (37)

Reemplazando las ecuaciones 36 y 37 en la Ecuacion 35 se tiene:
1 19,685 h 19.685 1
—mvlz—J' Ul Ww—-—F ——— ds+I F— ds=—mv22
2 16,405 h2 4 g2 16,405 [p2 4 (2 2

W+st s

[2 2_1 >
+h+F h™ +s —zmv2 (38)

%mvl2 —uWs—uFhln

Evaluando para los limites determinados se tiene:
—-0,7872—-0,6578 F +3,20F = 0,279
F=0,4196/b

Ejemplo 2.3: si se sabe que el bloque A de la figura se encaja en el bloque B cuando chocan,
determine el espacio S desde donde cae el bloque A para que el resorte se comprima 4
in. Adicionalmente se sabe que el resorte en su longitud libre tiene (L = 9 in) y que esta
inicialmente comprimido por el peso del bloque B.
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Matlab. Desarrollar un programa con el fin de evaluar la influencia de la inclinacién de la
rampa en la distancia requerida para comprimir el resorte 4 in.

Figura 23. Bloque con sistema de resorte

W,=251b

Fuente: elaboracidn propia.

Desarrollo conceptual

Inicialmente se deben colocar todas las unidades del ejercicio en el Sistema Ingles:

b
k=50 =600/b/ ft
mn
s=4in=0.333 ft
Por el enunciado y la Figura 24 se sabe que el resorte no esta en su longitud libre, por lo que
se debe calcular cuanto esta comprimido por efecto de la parte del peso del bloque B que
actua sobre el:

Figura 24. Compresion del resorte por efecto del bloque B

Fuente: elaboracion propia.

_F _wsenf _14.14

y= - =00235 fi

k k

Tips: en muchos ejercicios es importante detallar las etapas del movimiento de los bloques
e indicar que tipos de ecuaciones se puede utilizar en cada etapa.
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Descripcion de las etapas del movimiento de los bloques

Figura 25. Etapas del movimiento de los bloques

Fuente: elaboracion propia.

o  Etapa1-2:elbloque A va desde el instante mostrado, Figura 25, hasta antes de tocar
el bloque B bajo la accion de las fuerzas dadas por el peso y la fricciéon (Trabajo y
Energia).

o  Etapa 2-3: el bloque A choca y se une al bloque B (principio de cantidad de
movimiento - seccién 3.2.2).

«  Etapa 3-4: los dos bloques comprimen el resorte hasta detenerse (v, = 0) bajo la
accion de las fuerzas dadas por el peso, el resorte y la friccion (en un espacio de
0.333 ft) (principio de trabajo y energia).

Tips: una vez descrito el movimiento de los bloques es importante determinar por donde
se empieza el ejercicio, en este caso como se solicitan datos de entrada y se tienen los datos
de salida se realiza la reconstruccion del movimiento (de las etapas finales a las iniciales)

Etapa 3-4 principio de trabajo y energia

Figura 26. Diagrama de cuerpo libre bloques Ay B — etapas 3 y 4

Fuente: elaboracion propia.

Del diagrama de cuerpo libre de los dos bloques, Figura 26, y aplicando el principio de
trabajo y energia, se tiene:

N=W, ,cos45,v,,, =0
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1

> 0.333 0.333 0.356
EmABvAB3 —jo F ds+ . WABsen45ds—J

1
F.ds,=—m,v,. "
00235 RN T o AB T ABA

1 1 1
Em/m,vm_%2 —pumyp gcos4S5s+myp gsen45s—5ks12 = EmABvA)_LM2

VA332 —2/,tgcos45s+2gsen45s—le2 =0

m g

V.53 =\/Z,ugcos45s—2gsen455+misl2
AB

Evaluando para los limites dados se tiene:
Vs =60.8258 ft /s
Etapa 2-3 principio de cantidad de movimiento

De la seccién 3.2.2 del principio de cantidad de movimiento y del movimiento de los
cuerpos etapas 2 y 3 se tiene:

myv,, +myVp, = (mA +my )VAB3
m,yv,, +0=(mA +mB)vAB3
v, =12.286[ft /s
Etapa 1-2 Principio de trabajo y energia

De forma similar al movimiento dado entre las etapas 3 y 4 y entre las etapas 1 y 2 se da
el movimiento del bloque A bajo la accién de las fuerzas dadas por el peso y la friccidn,
aplicando el principio de trabajo y energia, se tiene:

N =W, cos45

%m/,v/“2 —~ J.jFr ds + JEWAsen45 ds = %mAvAz2

1
—pm, gcos45s+m, gsend5s = EmAvAz2

—2ugcosd5s+2gsendss=v )’

2
Vi

- —2 g cos45+2 gsen4ds
§=6.63 ft

S
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Script en Matlab

%% Trabajo y Energia

clc

clear

% Ejemplo 2.2

% Evaluar la distancia requerida variando la inclinacién de la rampa
% Datos de entrada WA, WB, mu, k,

% Pesos de los bloques

WA = 25; WB = 20;

% Coeficiente de friccion

mu =0.5;

% Constante de rigidez del resorte

k = 600;

% Distancia que se debe comprimir el resorte
s=4/12;

% Angulo de inclinacién de la rampa
ang_theta = 30:5:60;

% Convertir el angulo a radianes
rad_theta = ang_theta*pi/180;

% Longitud comprimida inicial

y = WB.*sin(rad_theta)/k;

% Longitud comprimida final
sf=s+y;

% Etapa 3-4 principio de trabajo y energia

% Calculo de la velocidad al inicio de la etapa

V_AB3 = (2¥32.2*s*(mu.*cos(rad_theta)-sin(rad_theta))+k*(sf.A2-y.A2)/
((WA+WB)/32.2)).10.5;

% Etapa 2-3 principio de conservacion de energia
% Calculo de la velocidad del bloque A en el instante del impacto
V_A2 = (WA+WB).*V_AB3/WA;

% Etapa 1-2 principio de trabajo y energia
% Célculo de la distancia S requerida
S=V_A2./A2./(2*32.2.*(-mu.*cos(rad_theta)+sin(rad_theta)));

figure2 = figure(‘Color;[1 1 11);

plot(ang_theta,S);

grid on

title('Distancia requerida para comprimir el resorte;FontSize;14);
xlabel(‘Angulo de la rampa [Ao]/FontSize|14);

ylabel(‘Distancia requerida, S [ft],FontSize;14);

print -dpng EJE_2-2.png % Guarda la Figura

La Figura 27 muestra que a medida que se aumenta el angulo de inclinacién de la rampa se
requiere una menor distancia para comprimir el resorte en 4 in. También se observa que con
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angulos mayores a 50° la distancia requerida para comprimir el resorte varia muy poco, muy
contrario de lo que ocurre para angulos menores, como se observa en la siguiente grafica:

Figura 27. Angulo de la rampa vs. distancia requerida
Distancia requerida para comprimir el resorte

40

35k

N
(%2

%

Distancia requerida [ft]
S

—
=)

v

0
33 35 40 45 50 55 60
Angulo de la rampa [°]
Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 2.4: sabiendo que el bloque A parte del reposo, s = 6 m, h = 4 ft y que su coeficiente
de rozamiento es u=0.12, determinar la fuerza F que se debe aplicar para que el bloque A
(21b) se mueva 1 m (3,28 ft) y alcance una velocidad de 3 ft/s.

Figura 28. Bloque bajo la accion de una fuerza dependiente del espacio

AN\

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo conceptual

Lo primero que se debe desarrollar es colocar todo el ejercicio en un sistema de unidades
unico, en este caso el mejor seria el sistema inglés por consiguiente se tiene: s = 6 m =
19.685 ft, movimiento del bloque A (1 m = 3,28 ft). En la siguiente figura se desarrolla el
diagrama de cuerpo libre del movimiento del bloque A:

35
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Figura 29. Diagrama de cuerpo libre del bloque A
\4 Fsen ~f

(F+F cos )
Fr

B A

N

Fuente: elaboracion propia.

Del diagrama de cuerpo libre se tiene:

ZFy =0= N =W —Fsenf (39)

senf = R (40)

NI

cosf=——> (41)

Vh + 52

Aplicando el principio de trabajo y energia se tiene:
1 1
2™ —fFra’s+I(F+Fcost9)a’s=5mv2 (42)

Reemplazando las ecuaciones 39, 40 y 41 en la Ecuacidn 42 se tiene:

%mvl2 —I,uNds+J(F+FCOSO)ds =%mvz2

%mvl2 —[ (W - Fsen)ds + [ (F + F cos@)ds =%mv22

| I h S 1 5
—mv? = | W—F ——— |ds+|F+F ——ds=—mv
2 [ \/h2+szJ Vi +5? ’

Teniendo en cuenta la posicion inicial y la posicion final del bloque, se tienen los siguientes
limites para las integrales:

1 s h s s 1
Emvl2 —J.S_3)28u(W—F—st+J‘ F+F———ds= Emvz2 (42)

W4 52 5-3,28 B+
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Desarrollando las integrales

Para la friccidn se tiene:

s s 1
[ [W - Fﬁ]ds =—uWs+p FhJA”’ZSWdS
Aplicando cambio de variable e integracion inversa (cotangente) se tiene:

s=hcotO
ds = ~h(1+cot’ 0)d0
Reemplazando:
h (1 +cot’ 6)
SR 4 P cot’ 0

——uWs—puFh|  l+cot’ 0d6

=—uWs—uF hLilzgcosecOd@

=—uWs— ,thI

=—uWs—uF hln|cosecO + cot )|

1
=—uWs—uFhhn +
H H senf tan6
s h hZ + 2
S L S PR AN AN NI G
53,28 Wi’ h h
Para la fuerza se tiene:
[ F+F———ads
5-3,28 B g
Aplicando cambio de variable se tiene:
r=h*+s?
dr =2sds
Reemplazando:
s s kS 2dr L2
j F+F—ds_Fs+Fj =T —Fs+ 2Fj dr
53,28 W as 5328 [ s 5-3, 28
[ F—ds—Fs+F\/_—Fs+F W +s®
523,28 (44)

W +s?
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Reemplazando las ecuaciones 43 y 44 en la Ecuacion 42 se tiene:

19.685 K 1
Fs+F ———=ds=—mv,
5 PR

2

1 5 19,685 W F h
5™ _.[16,405u B /h2+S2

W+’

ds+j

16,40

1 1
Emvlz—qu—,thln +2 4+ Fs+F W+t =—mv,’

Evaluando para los limites determinados se tiene:
—0,7872—-0,6578 F + 3,28 F +3,20 F = 0,279
F=0,183/b

Ejemplo 2.5: determinar la velocidad V, del bloque A si se sabe que es capaz de comprimir
el resorte de la figura s = 6 in. El resorte estd en su longitud libre.

Figura 30. Bloque en caida con amortiguamiento

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo conceptual

Se deben colocar todas las unidades en el Sistema Ingles:

k=501‘—b=6001b/ft
in
s, =24in=2 ft
s=6in=0.5ft

Descripcion de las etapas del movimiento del bloque
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Figura 31. Etapas del movimiento del bloque

Fuente: elaboracion propia.

o  FEtapa 1-2: el bloque de la Figura 31 va desde el instante mostrado hasta antes de
tocar el resorte, bajo la accion de las fuerzas dadas por el peso y la friccion (principio
de trabajo y energia).

«  Etapa 2-3: el bloque va desde el instante que toca el resorte hasta detenerse (v,=0)
bajo la accidn de las fuerzas dadas por el peso, el resorte y la fricciéon (principio de
trabajo y energia).

Tips: una vez descrito el movimiento del bloque es importante determinar por donde se
empieza el ejercicio, en este caso como se solicitan datos de entrada y se tienen los datos de
salida se realiza la reconstruccién del movimiento (desde las etapas finales a las iniciales).

Etapa 2-3 Principio de trabajo y energia

Figura 32. Diagrama de cuerpo libre bloque A - etapas 2y 3

Fuente: elaboracidn propia.

Del diagrama de cuerpo libre del bloque, Figura 32, y aplicando el principio de trabajo y
energia, se tiene:

N =W cos45,v, =0
1 ) 0.5 0.5 0.5 B 1 )
Emv2 —J.O Fra’s+'|.0 Wsen45a’s—J~0 F, als-Emv3

v, =13.4839 fi / 5
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Etapa 1-2 Principio de trabajo y energia

De forma similar al movimiento dado entre las etapas 2 y 3, entre las etapas 1 y 2 se da
el movimiento del bloque A bajo la accién de las fuerzas dadas por el peso y la friccion,
aplicando el principio de trabajo y energia, se tiene:

1 1
—mv,” - I 2F,, ds + J. Wsend5ds = — mv,’
2 0 0 2

v, =11.673 ft /s

Ejemplo 2.6: el bloque A de la Figura 33 parte del reposo, sabiendo que el coeficiente de
friccién es p y que se le aplica una fuerza P, determine la velocidad para cuando el bloque
ha recorrido un espacio s en metros, se conocen los siguientes datos de la tabla: 6, B, W, ys.

Figura 33. Bloque bajo la accion de una fuerza dependiente del espacio

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo conceptual

Asumiendo que el bloque se mueve subiendo, se tiene:

Figura 34. Diagrama del movimiento del bloque

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 35. Diagrama de cuerpo libre del bloque
Psen (B)

P (1+cos(B))

Fuente: elaboracion propia.

De la Figura 34 se sabe que el angulo B cambia conforme el espacio s va avanzando de
donde se tiene que:

L=Htanf (45)

N=\(H-s) +I (46)
De la Figura 35 se tiene:

PL
(H—s) +1°

N,=W, cosO—Psenf3 =W, cosO — 47)

Aplicando el principio de trabajo y energia, y sabiendo que el bloque parte del reposo, se
tiene:

I;P(l +cos f3)ds — I;WAsenOds —~ I;Frds = %mAvAZ2 (48)

De donde, para la integral de la fuerza, se tiene:

[ P(1+cos p)ds = [ pas+ [ Poospds = s+ P A g
0 0 0 0 0 ( H— S)2 i LZ
Realizando cambio de variable:

x=(H—S)2 + L, dx=-2(H—s)ds

Reemplazando:

1
[ Pas+[ P Sl B ds:Ps—EJ"x 2dc=Ps—Py(H-s 4+ (49
0 0 ,(H—s)2+L2 2Jo
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Para la integral de la fuerza del peso se tiene:

—‘[;WAsenOds =—W senfOs (50)

Para la integral de la fuerza de la friccion:

—ISFrds = —J-Su Nds = —r/,t W, cos6 — PL ds
’ ’ ’ J(H=s) + 1
= —ISNWA cos Ods + Isu PL ds
’ CAJ(H=s) +

N

=—uW, cosOs+ uPLIO

1 ds
J(H=s) + 1

Realizando para la integral un cambio de variable y reorganizando la integral de acuerdo
ala Figura 36 se tiene:

Figura 36. Diagrama trigonométrico del movimiento

Fuente: elaboracion propia.
R=H-s
dR = ds

Reemplazando:

H-R 1
=—uWw, cos9s+uPLjH ﬁdR
R*+ I’

Aplicando integracion por sustitucion trigonometrica de la Figura 37 se tiene:
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Figura 37. Diagrama trigonométrico de sustitucion

N
L
B
R
Fuente: elaboracion propia.
N=+R+I

L L
senff =—,N = ,N=Lcscp

N sen

L L
tan f =—,R = ,R = Lctanf

R ~ tan

dR =—Lcsc® Bdp

Reemplazando:

H-R 1
:—uWAcos93+uPLIH ﬁdR
R+
—r —L csc?
R—[L csc ﬁd

=—uW, cos@s+yPLIH Lose

H-R
=—,uWAc059s—uPL'[ cscBdp
=—uW, cos@s—uPL —In(cscfB +ctanﬁ))

=—uW,cosOs+uPL|In cosﬁ
senﬁ senf3

1+—

=—uW, cos0s+uPL{

=—uW, cosOs+uPL ln

( N+R ]
2 2
=—uW, cost+uPL[1n[ R+l +RB
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J(H =) + 17 +(H -s)

—I;uNds:—uWA cosOs+uPL|In 7 (51)
Reemplazando las ecuacidnes 49, 50 y 51 en la Ecuacion 48, se tiene:
s s s 1 2
IOP(I +cos f3 ) ds — IOWAseneds - IOFra’s = EmAVAZ
PerP,/(H—s)2 + L' —W senOs— uW, cosOs
2 2
H-s) +L +(H-s (52)
+uPL|In ( ) 7 ( ) :%mAVA;

Para determinar la velocidad del bloque en el instante 2, Ecuacion 52, es importante saber
los parametros de entrada del ejercicio, por lo cual se deja indicado en funcién de estos.

Ejemplo 2.7: determinar la velocidad V, del bloque A, Figura 38, si se sabe que es capaz de
comprimir el resorte de la figura s = 6 in. El resorte esta en su longitud libre.

Figura 38. Bloque subiendo — fuerza del resorte
N

© &
4 @\
\"///6’;

&

Fuente: elaboracidn propia.

Desarrollo conceptual

Se deben colocar todas las unidades en el sistema ingles:

k=502 — 60016/ fi
mn
s, =24in=2 fi

s=6in=0.5ft
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Descripcion de las etapas del movimiento del bloque

Figura 39. Etapas del movimiento del bloque

Fuente: elaboracion propia.
Etapa 1-2: el bloque A, Figura 39, va desde el instante mostrado hasta antes de tocar el
resorte bajo la accion de las fuerzas dadas por el peso y la friccién (principio de trabajo y
energia).

Etapa 2-3: el bloque va desde el instante que toca el resorte hasta detenerse (v,
= 0) bajo la accion de las fuerzas dadas por el peso, el resorte y la friccion (principio de
trabajo y energia).

Tips: una vez descrito el movimiento del bloque es importante determinar por donde se
empieza el ejercicio, en este caso como se solicitan datos de entrada y se tienen los datos
de salida, se realiza la reconstrucciéon del movimiento de las etapas finales a las iniciales.

Etapa 2-3 Principio de trabajo y energia

Figura 40. Diagrama de cuerpo libre bloque A — etapas 2y 3

Fuente: elaboracion propia.

Del diagrama de cuerpo libre del bloque, Figura 40, y aplicando el principio de trabajo y
energia, se tiene:

N =W cos45,v; =0

1 ) 0.5 0.5 0.5 B 1 2
Emv2 —J.O F ds—j0 Wsen45a’s—‘|.0 F,ds —Em\g
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v, =15,078 ft/ seg
Etapa 1-2 Principio de trabajo y energia

De forma similar al movimiento dado entre las etapas 2 y 3, entre las etapas 1 y 2 se da
el movimiento del bloque A bajo la accién de las fuerzas dadas por el peso y la friccion,
aplicando el principio de trabajo y energia, se tiene:

lmvlz _J‘ZF dS—Isten45ds _ lmvzz
2 0" 0 7

v, =19,077 fi /s

Ejemplo 2.8: el bloque de la Figura 41 se deja caer desde el reposo en la posicién indicada,
determine el espacio s recorrido antes de detenerse.

Figura 41. Bloque bajando con varias pendientes
251b

Q u=0.15
w‘
[J:O.1
u=0.1

20°

Fuente: elaboracidn propia.

Descripcion de las etapas del movimiento del bloque

Figura 42. Etapas del movimiento del bloque

........

........

Fuente: elaboracion propia.

o  Etapal-2:el bloque dela Figura 42 se desplaza por la primera rampla hasta antes de
cambiar de pendiente y de coeficiente de friccion, en esta seccion se mueve bajo la
accion de las fuerzas dadas por el peso y la friccion (principio de trabajo y energia).

o  Etapa2-3:elbloque de la Figura 42 se desplaza por la segunda rampla hasta antes de
cambiar de pendiente y de coeficiente de friccidn, en esta secciéon se mueve bajo la
accion de las fuerzas dadas por el peso y la friccion (principio de trabajo y energia).

«  Etapa 3-4: por tltimo, el bloque se mueve en la seccién plana hasta detenerse (v,

= 0) bajo la accién de las fuerzas dadas por la friccién Gnicamente (principio de
trabajo y energia).
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Tips: una vez descrito el movimiento del bloque es importante determinar por dénde se
empieza el ejercicio, en este caso como se solicitan datos de entrada y se tienen los datos
de salida se realiza la reconstruccion del movimiento desde las etapas iniciales a las finales.
Adicionalmente, en las dos ramplas de movimiento desde 1 hasta 3 el diagrama de cuerpo
libre del bloque es muy similar, ya que las fuerzas que actian son muy parecidas (el peso
y la friccién) como se indica en la Figura 43.

DCL del bloque

Figura 43. Diagrama de cuerpo libre del bloque
N
Fr

W

Fuente: elaboracion propia.
Principio de trabajo y energia — etapa 1-2

Del diagrama de cuerpo libre del bloque, Figura 43, y aplicando el principio de trabajo y
energia, se tiene:

N =W cos45,v, =0
1 1
—mv” - I3OE ds + I30Wsen45 ds =—mv,
2 0 0 2
v, =34,076 fi / s

Principio de trabajo y energia - etapa 2-3

Del diagrama de cuerpo libre del bloque, Figura 43, y aplicando el principio de trabajo y
energia, se tiene:

N =W cos30,v, =34,076 ft /s

1 1
o2 = [F ds + [ Wsen20ds = — mv.?
2 2 0o 7 0 2 3

v, =38,4798 fi /s

Principio de trabajo y energia — etapa 3-4

De forma similar que en las etapas anteriores, para esta seccion se tendra que el bloque esta
unicamente bajo la accion de la friccion hasta detenerse, aplicando el principio de trabajo
y energia, se tiene:

N=W,v, :38.4798£,v4 =0
s
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1 s 1
Emvf —JOE ds = 5111\/42

s =229,922 fi

Ejemplo 2.9: el collarin C de 2 Ib se ajusta con holgura sobre la barra lisa, Figura 44. Si
se sabe que: el resorte no esta estirado cuando s = 0, para la posicién mostrada el collarin
lleva una velocidad de 15 ft/s, determine la velocidad del collar cuando s = 1 ft (Ejercicio
adaptado de Hibbeler, 2015)

Link del acompaiiamiento mediante video:
https://www.youtube.com/watch?v=1sI16rKRqYY &t=174s

Tips: en este ejercicio se muestran dos enfoques para el desarrollo del mismo, en el primer
enfoque se detalla el movimiento del collarin y cdmo la fuerza ejercida por el resorte cambia
con el movimiento del collarin y en el segundo enfoque se realiza de forma que se evalda
la energia almacenada por el resorte entre una posicion inicial y una posicién final, los dos
enfoques son valederos al momento de desarrollar este tipo de ejercicios, pero es importante
entender la mecénica del movimiento del mecanismo.

Figura 44. Collarin - resorte
v=15ft/s i S

1t k=4 Ib/ft

Fuente: Adaptado de Hibbeler, 2015.
o Enfoquel

Inicialmente se debe desarrollar el diagrama de cuerpo libre del movimiento del collarin,
Figura 45, para poder entender como cambia la magnitud de la fuerza aplicada por el resorte:

Figura 45. Diagrama de cuerpo libre del movimiento del collarin

Fuente: elaboracion propia.

Teniendo en cuenta que la fuerza de un resorte esta dada por la siguiente ecuacion, y
realizando la adaptacion al ejercicio propuesto se tiene:


https://www.youtube.com/watch?v=1sI16rKRqYY&t=174s

CAPITULO 2. TRABAJO Y ENERGIA

F,=kx s:kx(LF—L[)zkx(\/12+s2—1) (53)

De acuerdo con la Figura 45, la porcion de la fuerza del resorte en sentido del movimiento
y aplicada al collarin esta dada por la siguiente ecuacién:

F, :k><(\/12 + 5 —1)0089 :kx(\/l2 +5° —1)%
VIT+s

s
FR:kX(S—W] (54)
Principio de trabajo y energia

Aplicando el principio de trabajo y energia, para describir el movimiento del collarin entre
el instante 1y el instante 2 de movimiento, se tiene:

1 s 1
Emvl2 _.[OFR a’s:Emvz2 (55)

Para la integral de la fuerza del resorte, Ecuacion 54, se tiene:

s s Ky
.[OFR ds :J.OkX£S—ﬁJdS
s s K Ky
.[oFR ds :Iokxsds—Jkast
2
[ Fyds :k[%—\/lz +52j
Evaluando para
[ Fyds =0,085k

De la Ecuacion 55 se tiene:

lmvl2 —0.0857k = lmvz2

2 2
lKvl2 —0.0857k = lKv;
2g 2g

v, =14,245 fi / s
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o Enfoque2

Aplicando el principio de trabajo y energia, al inicio y al final del movimiento, pero haciendo
enfoque en la energfa almacenada por el resorte en ambos instantes se tiene:

lmvl2 +] F, ds :lmvz2 +] F,ds

2 2
1 1 2 1 1 2
Emvlz +5k(l’1 _LLibre) = Emvzz +Ek(l’2 _LLibre)

%mvl2 —0.0857k = %mvz2

v, =14.245 fi / s

Al comparar los resultados son semejantes, pero en el primer enfoque se detalla mucho
mejor el movimiento realizado por el collarin, aunque en muchas aplicaciones es dificil
aplicar este método, por lo cual se utiliza el segundo enfoque.

Ejemplo 2.10: el bloque de la Figura 46 se deja caer desde la posicion inicial (reposo),
seguidamente va hasta el resorte que se mantiene comprimido 0.05 m y después se devuelve
hasta llegar a su posicion final. Para el recorrido descrito determine la altura de la cual se
dejo caer el bloque.

Figura 46. Bloque en caida con resorte de amortiguamiento
Posicion Inicial

QO.S kg

h p=0 =01 k=600 N/m

Posicion Final I\/\/\/\/‘
|

05m | 05m
! !

Fuente: elaboracion propia.

Este ejercicio es una aplicaciéon muy similar a las antes desarrolladas, por consiguiente, se
realizard un desarrollo conceptual etapa a etapa del movimiento del bloque y las sugerencias
de las ecuaciones que se utilizaran en cada etapa.
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Figura 47. Descripcion del movimiento del bloque

Posicion Inicial

QOE kg

® @

u=0.1 ®
_ k= N
" H=0 @ Posicion Final I\/\6;O\//\m/‘
0.5m | 0.5m |
I |

Fuente: elaboracion propia.

Etapas del movimiento del bloque

El bloque baja sin friccién desde la posicion 1 hasta la posicion 2 bajo la accién de
la fuerza dada por el peso tnicamente (principio de trabajo y energia).

Desde la posicion 2 hasta la posicion 3 el bloque se mueve bajo la accién de la fuerza
dada por la friccién tnicamente, el bloque se va frenando (principio de trabajo y
energia).

Desde la posicion 3 hasta la posicion 4 el bloque es detenido por la accidn de las
fuerzas dadas por la friccién y el resorte, ambas negativas, (V,= 0) (principio de
trabajo y energia).

Desde la posicion 4 hasta la posicion 5 el bloque parte del reposo (V, = 0) y es
impulsado por la fuerza dada por el resorte, contrario a su movimiento esta la fuerza
de la friccién (principio de trabajo y energia).

Desde la posicién 5 hasta la posicion 6 el bloque se mueve hasta detenerse y acttia
tnicamente la fuerza dada por la friccion (V, = 0) (principio de trabajo y energia).

Tips: una vez descrito el movimiento del bloque es importante determinar por donde se
empieza el ejercicio, en este caso como se solicitan datos de entrada y se tienen los datos de
salida, se realiza la reconstruccion del movimiento desde las etapas finales a las iniciales.

Solucion con el método de trabajo y energia

Se debe comenzar en la etapa 5-6, de donde (V,2=0.981 m*/s*, V_=0.990 m/s).

Seguidamente, en la etapa 4-5 el bloque es impulsado por el resorte (la integral para
este debe ser de 0.05 hasta 0.05 +S y para la friccidon que es negativa la integral debe
serde 0a ), por consiguiente, determinamos en que espacio se alcanza la velocidad
5 pariendo del reposo (s = 0.007707 m).

Después en la etapa 3-4 el bloque es detenido por el resorte (la integral para este
debe ser de 0.05 hasta 0.05+S y para la friccién que es negativa la integral debe ser
de 0 a S) como ya se conoce S del punto anterior, determinamos la velocidad en el
punto 3 (V,*>=1.01123 m*/s*, V, = 1.0056 m/s).

51



52 DINAMICA - TIPS PARA INGENIEROS

o Seguidamente en la etapa 2-3 el bloque es frenado tnicamente por accién de la
friccion en un espacio de un metro, por consiguiente, se debe determinar la velocidad
en el punto 2 (V, = 1.724 m/s).
e Por ultimo, en la atapa 1-2 el bloque adquiere velocidad por acciéon del peso que
trabaja en la altura, por consiguiente, se debe determinar la altura desde donde
partié el movimiento (h = 0.1515412 m).
Ejemplo 2.11: el bloque de la figura parte del reposo, sabiendo que su masa es de 10 kg, el
coeficiente de friccion es pt = 0.1 y que se le aplica una fuerza F en funcién del espacio (S),
determine la velocidad para cuando el bloque ha recorrido 150 m en total.

Figura 48. Bloque subiendo con fuerza dependiente del espacio
F=15S

‘)30

25

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo

Aplicando el principio de trabajo y energia para el bloque, asumiendo que el bloque sube,

se tiene:
1 1
Emvl2 — | Wsen25ds [ f. ds+ ] F cos 25ds = Emvz2
~[Wsen25ds —[ u (W cos25—1.5sen30s ) ds + [1.55cos30ds = %mvf
2 2
—Wsen25s —;{W c0os255— 1. 35en30s ]+ L.3s cos30 = %mvz2
~8.29165—1.7785+0.0075 s +0.12985" = V22
~10.06965+0.1373 s* =v,°
Paras=150m

~1510.44+3089.25 = v, (56)

De la Ecuacién 56 se sabe que la velocidad no puede ser negativa y que inicialmente la
fuerza aplicada no es capaz de vencer las restricciones del movimiento como lo son el peso
y la friccién, por consiguiente, como el bloque no sube se analiza el ejercicio como si el
bloque bajara y aplicando el principio de trabajo y energia, se tiene:
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%mvl2 + [ Wsen25ds —[ f. ds—| F cos 25ds = %mvz2

[ Wsen25ds — (W cos25—1.5sen30s ) ds —[1.5s cos 30ds = %mv;
1.5sen30s
2

8.29165—1.7785+0.0075 s* —0.1298s° =v,’
6.51365—0.1223 s* =v,’

2
Wsen25s—,u(WcosZSs— J—I'SZS cos30:%mvz2

Paras=150m

977.04-2751.75=v," (57)

En este caso, como nuevamente la velocidad da negativa se debe verificar si el bloque
baja y se detiene, ya que la fuerza aplicada al bloque depende del espacio recorrido y va
aumentando con el movimiento, esto puede en determinado momento equilibrar las fuerzas,
por consiguiente, analizando para una velocidad en un segundo instante igual a cero, se
tiene que el espacio recorrido para que el bloque se detenga nuevamente es:

s =53.2591m

Como se analizd, el espacio recorrido es menor que el indicado por el ejercicio para el
recorrido, como el bloque no puede bajar mas y como la fuerza va aumentando con el
espacio recorrido, con el espacio restante se calcula nuevamente la velocidad para el bloque
subiendo aplicando el principio de trabajo y energia y se tiene:

%mvz2 —[Wsen25ds | f. ds +| F cos 25ds = %mvS2
1 1. > 1.5s° 1
Emvz2 —Wsen25s—,u[W c0s 255 — 55e;30s ]+ 52s cos 30=§mv32

v,> —8.29165—1.7785+0.0075 s* +0.1298s* =v,’
v,> =10.0696 5 +0.1373 s* =v,’
Para s = 53.2591 m y 150 m, con v, =0, se tiene:

v;=41.54m/s






CAPITULO 3

PRINCIPIO DE IMPULSO
Y CANTIDAD DE
MOVIMIENTO

El principio de impulso y cantidad de movimiento se deriva de la segunda Ley de Newton y
presenta otra vision mediante la cual se pueden desarrollar los problemas de la dindmica del
movimiento de los objetos, adicionalmente, de este principio se desprenden las ecuaciones
de cantidad de movimiento y los problemas de choques, a continuacién, se dard una
explicacion y se desarrollaran ejemplos de aplicacion.

3.1. Principio de impulso y cantidad de movimiento

El principio de impulso y cantidad de movimiento es una forma de trabajar determinados
ejercicios, donde se tiene en cuenta la aplicacion de las fuerzas en determinado tiempo del
movimiento.

Este principio se deriva de la formula general de la Segunda Ley de Newton, Ecuacién 16,
seguidamente de la Ecuacion 17. Como la aceleracion es la derivada de la velocidad con
respecto al tiempo y reorganizando la ecuacidn, se tiene:

Y Fdt =mdv (58)

Realizando la integral a cada lado de la ecuacién y teniendo como limites que para el
tiempo cero (inicio del recorrido) la velocidad es (v,) y que para un tiempo ¢ del recorrido
la velocidad es (v,), se tiene:

j’odetzjfmdv

J.t 2 Fdt =mv, —mv,
0
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mv, +I;2th =mv, (59)

Esta ultima ecuacion es conocida como la ecuacién del principio de impulso y cantidad de
movimiento e indica que la cantidad de movimiento de un cuerpo, en un primer instante,
se ve afectada por la sumatoria de las integrales de las fuerzas que acttian sobre el cuerpo en
determinado tiempo de su recorrido, por consiguiente, se obtiene la cantidad de movimiento
en un segundo instante del recorrido.

Las fuerzas que acttian sobre el cuerpo son el peso, la friccion, fuerzas puntuales, fuerzas
dependientes del tiempo, entre otras. A continuacion, se desarrollaran varios ejemplos
de aplicaciones en las cuales es util el empleo del principio de impulso y cantidad de
movimiento para su solucion.

Ejemplo 3.1: el bloque de la figura lleva una velocidad inicial ,VA = 20 f#/s si se le aplica la
fuerza P dada por la figura, determine la velocidad del bloque en ¢ = 3.5s:

Figura 49. Bloque subiendo con fuerza dependiente del tiempo

Ib
Voo T
@ ,
W,=21b
u=0.2
50° 38°

t(seq)
Fuente: elaboracidn propia.

Soluciéon

Figura 50. Diagrama de cuerpo libre del bloque subiendo

P =tang (38) t
/’

Fuente: elaboracion propia.

Del diagrama de cuerpo libre del bloque y aplicando el principio de impulso y cantidad de
movimiento, Ecuacion 59, para el bloque subiendo se tiene:

N =W cos50
35 35 3.5
myv, +I0 Pclt—j0 WAsen50dt—I0 F.dt=m,v,,

3.5 3.5 3.5
myv +J‘ 0.7811dt—.[ W ,sen50dt —j uWw, cos50dt =myv
0 0 0

m v, +0.3905¢* =W sen50t — uW, cos 50t =m v,
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0.3905 » —gsen50t— u g cos50t=v,,

Vgt
m,

v, +6.287 —28.806r=v,,
20+77.01-100.821=v ,

Como la velocidad tiende a ser negativa y el bloque inicialmente va subiendo, se puede decir
que el bloque se detiene en su recorrido subiendo, por consiguiente se debe determinar el
tiempo en el cual se detiene, aplicando nuevamente el principio de impulso y cantidad de
movimiento, se determina el tiempo en el cual se detiene el bloque (v,, = 0):

t t t
m v+ [ Pdi—[ W senS0di—[ Fdi=0
v, +6.2871 —28.806¢ =0
t=0.8531s

Como el bloque no sube mds y el tiempo estimado del recorrido es mayor, se plantea la
ecuacion de movimiento del bloque en sentido contrario, en este caso bajando, del digrama
de cuerpo libre del bloque bajando, Figura 51, y aplicando el principio de impulso y cantidad
de movimiento, (v,, = 0) se tiene:

Figura 51. Diagrama de cuerpo libre del bloque bajando
P=tang (38) t

//,'Fr

W
500 "

Fuente: elaboracion propia.

35 35 35
- Pdt+I w SOdZ—I F,dt =
Mavaz I0.8531 0.8531 Asen 0.8531 " Va3
0.3905
—~ t* +gsen50t — g cos 50t =v
mA

—6.2871* +20.527t =m v,
~72.44+5433 =m v,

Nuevamente la velocidad tiende a ser negativa y como la fuerza aplicada va cambiando
con el tiempo, aumentando, se debe verificar si el bloque cambia nuevamente de sentido
del movimiento, por consiguiente se plantea determinar el tiempo en el cual el bloque
nuevamente se detenga, aplicando el principio de impulso y cantidad de movimiento
bajando, pasando de a v ', = 0 se tiene:

0.852+¢ 0.852+¢ 0.852+¢
[ Pdi+| Wsens0di—[ F.dt=0
0.852 0.852

0.852

57
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De donde se tiene que al calcular el tiempo total en el segundo segmento es de ¢

0.852 0.852+¢

0.852+t +t
—_[ 0.781tdt+I WAsensoclr—J' UW, cosS0dt =0
0.852 0.852 0.852

~0.3905¢> +W ,sen50¢t — uW, cos50¢ =0

—-0.3905¢” +1.532¢-0.2571¢t =0
—0.39057+1.2749=0
t=3.264s
=4.116s,

Total

el cual supera el tiempo total del movimiento que es 3.5 s, por consiguiente el bloque no
se mueve mas.

Ejemplo 3.2: si se sabe que 6, = 30°y 6, = 20° determinar el espacio recorrido para el bloque
en un tiempo de 12 s. Tener en cuenta que los coeficientes de friccion cambian durante el
recorrido. Adicionalmente, realizar la validacion del ejercicio con Matlab.

Figura 52. Bloque bajando con varias pendientes

@ pu=0.15
30 ft
H=0.1

6,

‘*ﬂ’
— u=0.1

6,

Fuente: elaboracion propia.

Descripcion de las etapas del movimiento del bloque

Figura 53. Etapas del movimiento del bloque

........

........

Fuente: elaboracidn propia.

Etapa 1-2: el bloque de la Figura 53 se desplaza por la primera rampla hasta antes
de cambiar de pendiente y de coeficiente de friccién, en esta seccién se mueve
bajo la accion de las fuerzas dadas por el peso y la friccidn, se utiliza el principio
de trabajo y energia, inicialmente para determinar la velocidad en el instante 2 y
posteriormente se utiliza el principio de impulso y cantidad de movimiento, en el
mismo tramo para determinar el tiempo de recorrido.

Etapa 2-3: esta seccion se trabaja de forma similar que la seccién 1-2.
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«  Etapa 3-4: por tltimo, el bloque se mueve en la seccion plana hasta detenerse (v,
= 0) bajo la acciéon de las fuerzas dadas por la friccién unicamente (principio de
impulso y cantidad de movimiento).

Tips: una vez descrito el movimiento del bloque es importante determinar por donde se
empieza el ejercicio, en este caso como se solicitan datos de entrada y se tienen los datos
de salida se realiza la reconstruccion del movimiento desde las etapas iniciales a las finales.

Adicionalmente, en las dos ramplas de movimiento desde 1 hasta 3, el diagrama de cuerpo
libre del bloque es muy similar, ya que las fuerzas que actdan son muy parecidas (el peso
y la friccién) como se indica en la Figura 54.

DCL del bloque

Figura 54. Diagrama de cuerpo libre del bloque

N
Fr

W

Fuente: elaboracion propia.
Primera rampa - etapa 1-2 — Principio de trabajo y energia

Del diagrama de cuerpo libre del bloque, Figura 54, y aplicando el principio de trabajo y
energia, se tiene:

N=W,cosb,,v, =0
1 30 30 1
EmAvl2 —jo F ds+J.0 W sen0, ds = Emszz
1
—pum, gcosOs+m, gsenOs = Emsz2

—2 1 gcoshs+2gsenfs =v,’

\/—2 Hgcosbs+2gsends =v,
v, =26.739 ft/ s
Primera rampa — etapa 1-2 — Principio de impulso y cantidad de movimiento

Del diagrama de cuerpo libre del bloque, Figura 54, y aplicando el principio de impulso y
cantidad de movimiento, se tiene:

t !
m,v, — IOE dt + J.OWASGHQI dt=m,v,

—pum,gcosOt+m, gsenOt=m,v,
—pgcosbt+gsenft =v,
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t = e
] —pgcosf, +gsenb,

f, =2.2437s.

Segunda rampa - etapa 2-3 - Principio de trabajo y energia

Del diagrama de cuerpo libre del bloque, Figura 54, y aplicando el principio de trabajo y
energia, se tiene:

N =W, cos0,

1 20 20 1
Emszz —IO F.ds+ IO W sen0, ds = EmAv32

2 1 2
—m,v,” —um, gcos0,s+m, gsenb,s =—m v,

2
v,” =2 ugcos,s+2 gsend,s =v,’

\/vzz —2ugcosO,s+2gsenl,s =v,
v, =32.163 ft / s.

Primera rampa — etapa 2-3 — Principio de impulso y cantidad de movimiento

Del diagrama de cuerpo libre del bloque, Figura 54, y aplicando el principio de impulso y
cantidad de movimiento, se tiene:

m,v, — _[;E dt + J.;WAsenB2 dt =m,v,
m,v, —pum, gcos0,t+m, gsen0,t =m,v,
v, — i g cosO,t +gsenb,t = v,

‘= Vi™Vs
> —pugcos 0, + gsen0,
t, =0.6791s

Nota: en este ejercicio las integrales se tomaron desde un tiempo cero (0) hasta un tiempo
(t), esto se puede hacer, ya que no hay fuerzas que dependan del tiempo, todas las fuerzas
son puntuales. Por consiguiente, se tiene que el tiempo total de recorrido en las dos rampas
es de t, , = 2.923s, de donde se confiere que resta un tiempo de 9.077s para completar el
recorrido.
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Tercera parte — etapa 3-4 - plano - Principio de impulso y cantidad de movimiento

De forma similar que en las etapas anteriores, para esta seccion se tendrd que el bloque esta
unicamente bajo la accion de la friccion hasta detenerse; sin embargo, primero se verifica
si el bloque se detiene o estd en movimiento después de 9.37s. Aplicando el principio de
impulso y cantidad de movimiento, se tiene:

m,v, _I;E dt=m,v,
m,v; —pm,gt=m,v,
vV, THEL=Y,

v, =2.9356 ft/s

Como el bloque sigue en movimiento, seguidamente se calcula el espacio recorrido en este
tiempo, pero si la velocidad fuera negativa se deberia verificar en cudnto tiempo se detiene
y posteriormente el espacio recorrido en dicho tiempo.

Tercera parte — etapa 3-4 - plano - Principio de trabajo y energia
N=W,v,=0

%mA\g2 _I;E ds = %mAvf

2 _ 2
Sm,Vs —Hm, g5 = Emszt

2
vii-2ugs=v,
v32_v42
— =y
2pg
s =159.301 ft

Por consiguiente, el espacio total recorrido al cabo de 12 s es:
s, =304+20+159,301=209,301 /¢

Matlab. Con el objetivo de evaluar la influencia de la inclinacién de la rampa 1 en la distancia
recorrida variar la inclinacion entre 30° y 60° con intervalos de 5°.
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Script en Matlab

%% Impulso y Cantidad de Movimiento

clc

clear

% Ejemplo 3.2

% Evaluar la distancia requerida variando la inclinacion de la rampa

% Primera rampa, Trabajo y Energia,
mul=0.15;

g=322;

s1=30;

% Angulo de inclinacién de la rampal
ang_thetal = 30:5:60;

% Convertir el angulo a radianes

rad_thetal = ang_theta1*pi/180;

% Calculo de la integral-1

fun = @(x)mul*g*cos(rad_thetal);

11 = integral(fun,0,s1,ArrayValuedtrue);

% Calculo de la integral-2

fun = @(x)g*sin(rad_thetal);

12 = integral(fun,0,s1,ArrayValuedtrue);

% Calculo de la Velocidad al final de larampa1
V2 = (2*(-11412)).70.5;

% Primera rampa, Impulso y Cantidad de movimiento
mu2=0.1;

52 =20;

% Calculo del tiempo

t1 =V2./(-mul*g.*cos(rad_thetal)+g*sin(rad_theta1));

% Segunda rampa, Trabajo y Energia

rad_theta2 = 20*pi/180;

% Calculo de la velocidad al final de la rampa2

V3 = (V2.A242*g*s2* (-mu2*cos (rad_theta2)+sin(rad_theta2))).A0.5;
% Segunda rampa, Impulso y cantidad de movimiento

% Calculo del tiempo

12 = (V3-V2)./(g*(-mu2*cos (rad_theta2) + sin (rad_theta2)));

% Tercera parte, impulso y cantidad de energia
t3 =12-t2-1;

mu3=0.1;

% Verificacion si continua en movimiento, V4>0
V4 =V3-mu3*g.*t3;

% Tercera parte, trabajo y energia

% Calculo de distancia recorrida

s3 = (V3.A2-V4.A2)./(2*mu3*g);

% Distancia total recorrida

S =s1+52+4s3;

figure2 =figure (‘Color;[1 1 1]);

plot (ang_theta1,S,--ob’);

grid on

title (‘Distancia recorrida por el bloque en 12 s;FontSize;14);
xlabel (‘Angulo de la rampa 1 [Ao]/FontSize,14);
ylabel (‘Distancia recorrida, S [ft];FontSize;14);
print -dpng EJE_3-2.png %Guarda la Figura
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La Figura 55 obtenida muestra que aumentar el angulo de inclinacién de la rampa 1 tiene
como consecuencia el aumento de la distancia recorrida por el bloque al final en la parte
plana; basicamente debido a que al finalizar el recorrido en la rampa 1, el bloque posee
mayor energia, lo cual le permite alcanzar mayores distancias.

Figura 55. Diagrama inclinacion rampa 1 vs. espacio recorrido
Distancia requerida por el bloque 12 s

320

300

280

260

Distancia recorrida, S [ft]

240

220

200
33 35 40 45 50 55 60

finqulo delarampa 1[°]

Fuente: elaboracion propia.
Ejemplo 3.3: sabiendo que el bloque de la figura parte del reposo, determine su velocidad
al cabo de 3,5 s.
Figura 56. Bloque con fuerza dependiente del tiempo
P=t+3

Fuente: elaboracion propia.

Para el desarrollo de este ejercicio se realiza primero el diagrama de cuerpo libre del bloque

y posteriormente se plantea la ecuacion de Principio y cantidad de movimiento, para
determinar su movimiento:

63
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Figura 57. Diagrama de cuerpo libre del bloque
DCL del bloque

N
)

/Fr

w

Fuente: elaboracion propia.

Del diagrama de cuerpo libre del bloque, Figura 57, y aplicando el principio de impulso y
cantidad de movimiento se tiene:

N =W cos30,v, =0
3.5 3.5 3.5
mv, —J.O F dt+J.0 Wsen30dt+J.0 Pdt =mv,

my —uNz+Wsen30t+lz2 +3t=mv
1 2 2

v, =100.12 ft /s

Ejemplo 3.4: el sistema de la figura parte desde el reposo, determinar la v, después de
haber transcurrido un segundo.

Figura 58. Sistema de bloques

C
m,=6 kg
m;= 10 kg
m.=4 kg

Fuente: elaboracion propia.

Para el desarrollo de este ejercicio se realiza primero el diagrama de cuerpo libre de los
bloques, seguidamente se plantean las ecuaciones de Movimiento dependiente y de Principio
y cantidad de movimiento de estos.
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DCL de los bloques

Figura 59. Diagrama de cuerpo libre de los bloques

T

C

Fuente: elaboracion propia.

De la Figura 59 y de los tips dados en la seccién 1.2.1 se desarrolla la ecuacién de la posicion
de los bloques y la longitud de la cuerda:

2X +4X,+ X, =L (60)

Derivando la Ecuacion 60 con respecto al tiempo, se determina la ecuacién que relaciona
las velocidades de los bloques:

v, +4v, +v. =0 (61)

Del diagrama de cuerpo libre y aplicando el principio de impulso y cantidad de movimiento
se tiene:

e« Bloque A
Vg =V =Ve =0
1 1
my, —j02Tdt+IOWA dt=my,,
2T +W,
=V (62)
m,
« BloqueB
1 1
MgV, — J04T dt + J-OWB dt =myv,,
AT +W,
=Vp (63)
My
¢ BloqueC

1
MV, + IOT dt =m.v,
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T
=V
c

(64)

Reemplazando las ecuaciones 62, 63 y 64, en la Ecuacion 61 se tiene:

T=292835N
m .
vV, = 0.04883?(— )

vy, = 1.9034%( J)

Vs = —0.04883-1.9034 = 1.95%(_ J)

Ejemplo 3.5: el sistema de la figura parte desde el reposo, determinar la v, ,, después de

haber transcurrido un segundo.
Figura 60. Sistema de bloques

wv
o
]
€
h B C
=
m,=4 kg
A O m,= 6 kg
| m.= 10 kg

Fuente: elaboracidn propia.

Para el desarrollo de este ejercicio se realiza primero el diagrama de cuerpo libre de los
bloques y posteriormente se plantean las ecuaciones de Movimiento dependiente y de

Principio y cantidad de movimiento de estos.
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DCL de los Bloques

Figura 61. Diagrama de cuerpo libre de los bloques

NR

O

NR

Fuente: elaboracion propia.

De la Figura 61 y de los tips dados en la seccidn 1.2.1 se desarrolla la ecuacién de la posicion
de los bloques y la longitud de la cuerda:

X, +2X,+4X. =L (65)

Derivando la Ecuacién 65 con respecto al tiempo se determina la ecuacion que relaciona
las velocidades de los bloques:

v, +2v, +4v. =0 (66)

Del diagrama de cuerpo libre y aplicando el principio de impulso y cantidad de movimiento
se tiene:

e« Bloque A

Va=Vg =Ve =0

1
m,v, +I0Tdt =my,,
T

— =V (67)

m,
e« BloqueB

MgV, —I;2T dt + J-;WB dt =myvy,

67
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2T +W,

=Vp (68)
mg

e BloqueC

1 1
MV, — J04T dt + .[OWC dt =m.v.,

—AT+W,.

=V (69)
me

Reemplazando las ecuaciones 67, 68 y 69 en la Ecuacidn 66 se tiene:

T =29.2835N
v, =7322(i)
A

vy, =0.04883 7 (— /)
A)
Vg = —7.32(i)+0.04883( ) (m / 5)

Ejemplo 3.6: para el instante mostrado en la Figura 62, el bloque A lleva una velocidad v,
=5 ft/s bajando, determinar la velocidad del bloque A al cabo de 2 s.

Figura 62. Sistema de bloques

A
101b

Fuente: elaboracion propia.

Para el desarrollo de este ejercicio se realiza primero la ecuacién de Movimiento dependiente
y posteriormente las ecuaciones de Principio y cantidad de movimiento de los cuerpos.

De la Figura 62 y de los tips dados en la seccién 1.2.1 se desarrolla la ecuacién de la posicion
de los bloques y la longitud de la cuerda:

L=2X,+X, (70)
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Derivando la Ecuacién 70 con respecto al tiempo se determina la ecuacién que relaciona
las velocidades de los bloques:

V,==2V, (71)
Por consiguiente, para el punto de partida, como la velocidad de A es 5 ft/s, la de B sera 10

ft/s. Aplicando el principio de impulso y cantidad de movimiento, para los bloques se tiene:

¢ Bloque A
2 2
my, +IOWA dl‘—J.O2Ta't:mAvA2 (72)
¢ BloqueB
2 2
MgV, —IOE dt+.[0Tdt =MyVy, (73)
Resolviendo el sistema dado por la ecuacidnes 71, 72 y 73 se tiene:
1 1
v,=258120\ —s1.62 8 T =300
S S

3.2. Choques

Los choques de objeto son la base para muchos estudios de criminalistica y de reconstruccién
de accidentes automovilisticos, en los cuales se necesita saber como fue el proceder de los
objetos involucrados. Para el desarrollo de esta tematica se hace uso del principio de impulso
y cantidad de movimiento teniendo como base el instante antes del choque y el instante
después del choque, para esto se supone que el tiempo es tan pequefio que la influencia de
las fuerzas es demasiado pequena. Por consiguiente, se debe tener claro que hay dos clases
de choques: los frontales y los oblicuos y, adicionalmente, cuando ocurre un choque se
presentan dos alternativas: la primera es que los objetos después del choque queden unidos
y la segunda es que los objetos después del choque queden separados. A continuacién se
hard una breve descripcion de las formulas a utilizar en el desarrollo de cada uno de los
casos propuestos.

3.2.1 Choque con objetos unidos - Cantidad de movimiento

Segun lo indicado en la siguiente figura, los dos objetos tienen una velocidad antes del
choque y una velocidad conjunta después de este.
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Figura 63. Choque de bloques que se unen
N Ve
]

A | V> Vg B

VABZ

A B

Fuente: elaboracion propia.

Haciendo uso de la ecuacién de Impulso y cantidad de movimiento, para un tiempo pequeio
se tiene que la cantidad de movimiento no se pierde, sino que se transforma:

mV, +mgVy = (mA +my ) Vg2 (74)

Esta ecuacion es mas conocida como la ecuacion de conservacion de energia para bloques
que se unen y, como se observa en la Figura 63, la ecuacion se plantea asumiendo un sentido
positivo de la ecuacidén, por consiguiente, si un cuerpo tiene una velocidad contraria al
sentido asumido, se debe corregir la ecuacion.

3.2.2 Choque con objetos separados - cantidad de movimiento

Segtin lo indicado en la siguiente figura, los dos objetos tienen una velocidad antes del
choque y una velocidad después del choque.

Figura 64. Choque de bloques

VA1 VB1
Va1 > Vg,
A B
VA2 VBZ
Vaa < Vg
A B

Fuente: elaboracidn propia.

Haciendo uso de la ecuacién de Impulso y cantidad de movimiento, para un tiempo pequeio
se tiene que la cantidad de movimiento no se pierde, sino que se transforma:

mV+mpVy =m,\V,, +myVy, (75)

Esta ecuacion es mas conocida como la ecuacion de conservacion de energia para dos
bloques que se chocan y no se unen y, como se observa en la Figura 64, la ecuacion se
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plantea asumiendo un sentido positivo de la ecuacion, por consiguiente, si un cuerpo tiene
una velocidad contraria al sentido asumido, se debe corregir la ecuacion.

3.2.2 Choque frontales

Debido a la dinamica del movimiento de los cuerpos, durante el choque frontal, como
se indica en la Figura 64, la energia no se pierde, sino que se transforma; sin embargo, la
Ecuacién 75 presenta dos incognitas: las velocidades de los cuerpos después del choque.

Para la solucion de esta ecuacion se debe hacer uso de una segunda ecuacién que relacione
estas incognitas, para esto se utiliza la ecuacion del coeficiente de restitucion, la cual
nos indica el porcentaje de energia que se transfiere durante el choque, es por eso que
muchas veces los choque son plasticos o elasticos dependiendo del tipo de materiales que
intervengan. A continuacién se indica la ecuacion del coeficiente de restitucién que se da
durante el choque de dos objetos.

Vo, —V
_ Ve~V
€= (76)
Va~ Ve

La ecuacion anterior nos indica que el coeficiente de restitucion (e) relaciona la velocidad
relativa de los cuerpos después del choque (salida), dividida entre la velocidad relativa de
los cuerpos antes del choque (entrada).

Link del acompanamiento mediante video:
https://www.youtube.com/watch?v=LZ23xYZGNhQ

3.2.3 Choque oblicuos

Figura 65. Diagrama de velocidades en un choque oblicuo

v v, '

A1l A1 V T

Fuente: elaboracion propia.

Como indica la figura anterior, las velocidades de los cuerpos antes del choque no son
paralelas entre ellas (velocidades 1 - entrada) ni con el eje de impacto o normal, el cual
pasa por los centros de gravedad de los objetos, adicionalmente, se tiene un eje tangencial,
el cual esta a 90 grados del eje normal.

Tips de desarrollo: Posteriormente, se calculan las componentes de las velocidades de
entrada (1) en los ejes antes mencionados. Para las velocidades de salida se tiene las
siguientes reglas:

71
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o Lavelocidad tangencial de los cuerpos se conserva, tanto en magnitud como en
direccidn, por consiguiente, la velocidad tangencial de entrada es igual a la velocidad
tangencial de salida, para el cuerpo A se tendra:

A A
Vo =V, (77)

o Parala solucidn de las velocidades normales de los cuerpos después del choque, se
hace uso de la ecuacion de conservacion de energia, Ecuacion 75, y la ecuacion del
coeficiente de restitucion, Ecuacién 76.

Link del acompanamiento mediante video:

https://www.youtube.com/watch?v=I__nLRVnkBk

A continuacion, se desarrollaran varios ejemplos de aplicaciones en las cuales es 1til el
empleo de los conceptos estudiados.

Ejemplo 3.7: si se sabe que el coeficiente de restitucion del choque de las esferas A con B
es e = 0.65 y el coeficiente de friccion de la esfera B con el piso es de = 0.1, determine el
espacio recorrido por la esfera B después de 0.1 s. El movimiento se da en el plano horizontal.

Matlab: con el objetivo de evaluar la influencia del coeficiente de restitucién en la distancia
recorrida por la esfera B en 0.1 s. Variar el coeficiente de restituciéon desde 0.5 y 0.8 en
intervalos de 0.05.

Figura 66. Choque oblicuo de esferas

w,=101b

dh
T

V,,= 3 ft/s
w,=2lb @)
r,=3.5ft

Fuente: elaboracion propia.
Desarrollo conceptual
Tips: para el desarrollo de este tipo de ejercicios es importante inicialmente realizar un

diagrama en el cual se identifiquen los ejes normal y tangencial del choque y las direccién
es de las velocidades, al igual que sus componentes, como se indica en la siguiente figura:


https://www.youtube.com/watch?v=I__nLRVnkBk
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Figura 67. Choque oblicuo de esferas — coordenadas del choque

~.N

LA

0

Fuente: elaboracion propia.

Inicialmente se debe determinar el angulo que forma el eje normal con el eje x, de la Figura
67 se tiene:

cosf = —5 0 =50.833°

VA+VB

Seguidamente se debe descomponer la velocidad de entrada de la esfera A en sus
componentes normal y tangencial:

vAlN =v,send =2.325 ft/s
v, =v,cos0=1.89%fi/s

Aplicando la ecuacién de conservacién de energia, Ecuacion 75, con v, ¥ = 0 y asumiendo
las velocidades despues del choque positivas se tiene:

N N _ N N
MV +MgVeg =MV, +MpVg,
N N N
2v, =2v," +10v,, (78)

Aplicando la formula del coeficiente de restitucion, Ecuacion 76, se tiene:

73
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0.65v," =v,," —v,," (2) (79)

Solucionando las ecuaciénes 78 y 79 y teniendo en cuenta que como la velocidad inicial de
la esfera B es cero (velocidad de entrada), entonces la velocidad de la esfera B despues del
choque es unicamente en la direccién normal y serd, por consiguiente, la velocidad total
de la esfera. De la solucion se tiene que:

VBZN =0.639 ft/s
Aplicando el principio de impulso y cantidad de movimiento, para la esfera B, se tiene:
MV, = UNT=mpvp,
MyVg, = UMy E1=MgVpy
Ve, =0317 ft /s

Seguidamente, aplicando el principio de trabajo y energia para la esfera B:

2 _ 2
EvaBZ —UNs —Evam

2 _ 2
EvaBZ —HMpgS= 5’”3"33

s =0.048 ft
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Script en Matlab

%% Choques

clc

clear

% Ejemplo 3.7

mul=0.1;

g=322;

t=0.1;

WA = 2; WB = 10; % peso en Ib

rA = 3.5;rB = 6; % radio en ft

VA1 = 3; % velocidadde Aent=0s

% Coeficiente de restitucion

e =0.5:0.05:0.8;

% Angulo formado por las esferas en el impacto, en rad
rad_theta = acos(rB/(rA+rB));

% Calculo velocidades en las direccion esn-tde Aent=0s
VA1n =VA1*sin (rad_theta); VA1t = VA1*cos (rad_theta);
% Principio conservacion energia después del choque
% Ecuaciones (1) y (2) solucion V = A\B

% Ecuacioén (1) 2VA2n+10VB2n=2VA1n; Ecuacion (2) -VA2n-VB2n=eVA1n
A=[210;-11];

[m,n] = size (e);

V = zeros (2,7);

% Calculo de VA2n y VB2n

fori=1:n

B =[2*VA1n; VATn*e (;i)];

V (5i) = A\B;

end

VA2n =V (1,);VB2n =V (2,2);

% Aplicando principio de impulso y cantidad de movimiento a B
VB3 =VB2n-mu1*g*t;

% Calcular la distancia recorrida

s =0.5*%(VB2n.A2-VB3.A2)/(mu1*g);

figure2 = figure(‘Color;[1 1 1]);

plot(e,s,--ob");

grid on

title('Distancia recorrida por la esfera B en 0.1 s)FontSize;14);
xlabel(‘Coeficiente de restitucion, e/FontSize)14);
ylabel(‘Distancia recorrida, S [ft];FontSize;14);

print -dpng EJE_3-7.png %Guarda la Figura

La Figura 68 muestra que al aumentar el coeficiente de restitucion aumenta la distancia
recorrida por la esfera B después del choque, esto indica que la energia adsorbida por la
esfera B es mayor, por consiguiente aumenta su velocidad y desplazamiento, este aumento
se da de forma lineal durante el primer 0.1 s después del impacto.
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Figura 68. Diagrama coeficiente de restitucion vs. distancia recorrida
Distancia recorrida por la esfera B en 0.1s

0.054

0.052

0.05

0.048 o

Distancia recorrida, S [ft]

0.044

00428~
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85
Coeficiente de restitucion [°]

Fuente: elaboracion propia.

Ejemplo 3.8: el bloque A de la figura lleva una velocidad de (VA1 = 4 ft / s) en el instante
mostrado. Si se sabe que el bloque A al chocar con el bloque B, que esta en reposo, el
coeficiente de restituciéon es de e = 0,4. Determine el tiempo que toma el bloque B en
recorrer § = 2 in.

Figura 69. Choque de bloques - rampla

W, =41b s=2in
VA1

WB=5|b/
A B

p=0.1 15 u=0.1

Fuente: elaboracidn propia.

Desarrollo conceptual y descriptivo del movimiento

Utilizando la misma metodologia aplicada anteriormente en la cual se detallan los instantes
del movimiento de los bloques, Figura 70, se tiene:

Figura 70. Diagrama de movimiento de los bloques

®

O) @ &
Al B

15

Fuente: elaboracion propia.
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o  Etapa 1-2: el bloque A va desde el instante mostrado (1) hasta antes de tocar el
bloque B (2), bajo la accidén de la friccién tinicamente (principio de trabajo y energia).

«  Etapa2-3:elbloque A choca con el bloque B que estd en reposo (v,, = 0), (ecuaciones
de conservacion de energia, Ecuacion 75, y coeficiente de restitucion, Ecuacion 76).

o  Etapa 3-4: el bloque B va desde el instante mostrado hasta recorrer el espacio
indicado. Bajo la accién de la fricciéon y el peso (principio de trabajo y energia y
principio de impulso y cantidad de movimiento).

Etapa 1-2 Principio de trabajo y energia
Desarrollando el diagrama de cuerpo libre del bloque A para el plano y colocando las
unidades del ejemplo en sistema inglés se tiene:

8
N=W,s=—ft
f 12f

1 s 1
5 my,’ — _[OmA guds= EmAVAZZ
v, =3421ft/s
Etapa 2-3 choque

Aplicando las ecuaciones recomendadas se tiene:

o=83 " Vas _ Ves "V

Va2 = Va2 Vi
€V =V " Va3 (80)
MV, +MgVyy =MV 45+ MpVps
MV =MV 5+ MV, (81)
Solucionando las ecuaciénes 80 y 81:
Vyy =2.1286 ft /s
Etapa 3-4 Principio de trabajo y energia

Desarrollando el diagrama de cuerpo libre del bloque B para la seccion de la rampla y
colocando las unidades del ejemplo en sistema inglés, se tiene:

2
N=W,cosl5,s=—ft
5 12f

1 5 s 1
Evamz —'[ mp gsenlSds—I my g pcoslSds :Evamz
0 0

v, =0.847 ft /s
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Etapa 3-4 Principio de impulso y cantidad de movimiento

MyVis _I;mg gsenl5dt —j;mB g ucoslsdt =myv,,

t=0.111s

Ejemplo 3.9: el bloque A de la figura lleva una velocidad de (V, =5 ft/s ) en el instante
mostrado. Si se sabe que el bloque A al chocar con el bloque B se unen, determine el espacio
recorrido por los bloques después de un tiempo de t = 0.2 s.

Figura 71. Choque de bloques — unidn - rampla
W,=5Ib —02
V,, W,=41b 37 0e 38
/
A p=0.1 E 15 p=0.1
| 10in |
I I

Fuente: elaboracidn propia.

Desarrollo conceptual y descriptivo del movimiento

Utilizando la misma metodologia aplicada anteriormente en la cual se detallan los instantes
del movimiento de los bloques, Figura 72, se tiene:

Figura 72. Diagrama de movimiento de los bloques

®

® ® 0O 6
206

A A|B

15

Fuente: elaboracion propia.

o  Etapa 1-2: el bloque A va desde el instante mostrado (1) hasta antes de tocar el
bloque B (2), bajo la accién de la friccién tinicamente (principio de trabajo y energia).

«  Etapa2-3:elbloque A choca con el bloque B que estd en reposo (v,,=0), ecuaciones
de conservacién de energia, Ecuacién 74.

o  Etapa 3-4: el bloque AB va desde el instante mostrado hasta recorrer el espacio
indicado. Bajo la accion de la friccion y el peso (aplicando el principio de impulso
y cantidad de movimiento y el principio de trabajo y energia).
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Etapa 1-2 principio de trabajo y energia

Desarrollando el diagrama de cuerpo libre del bloque A para el plano y colocando las
unidades del ejemplo en sistema inglés se tiene:

10
N=W,6,s=—ft
f 12f

1 5 1
EmAV/nz _jOmA guds = EmAVA22

v, =4.4309 ft/s
Etapa 2-3 choque

Aplicando las ecuaciones recomendadas se tiene:

My, +mgVv,, =(mA+mB)vAB3 Vg =2.4611t/s

Etapa 3-4 Principio de impulso y cantidad de movimiento

Desarrollando el diagrama de cuerpo libre del bloque AB para la seccion de la rampla se
tiene:

N =W, ,cosl5,t=2s
t t
M5V ap3 _.[OmAB gsenlSdt—J.OmABgucoslSdtzmABvAB4
Vg =0.173 ft /s

Etapa 3-4 Principio de trabajo y energia

s N 1
EmABvAm2 _jomAB gsenlSds—IOmAB g ucoslSds = EmABvAB“2

s =0.2632 ft

Ejemplo 3.10: si se sabe que el coeficiente de restitucion del choque de las esferas A con B
es e = 0.65 y el coeficiente de friccion de la esfera B con el piso es de p = 0,1, determine el
espacio recorrido por la esfera B después de 0.2 s. El movimiento se da en el plano horizontal.

Apropiacion del conocimiento: con base en el script de Matlab del ejemplo 3.7 desarrollar
el script y las respectivas mediciones para este ejemplo.
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Figura 73. Choque oblicuo de esferas

W,=101b
O

r,=6 ft

V,,=3ft/s

W,=31b

r,=3.5ft

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo conceptual

Tips: para el desarrollo de este tipo de ejercicios es importante inicialmente realizar un
diagrama en el cual se identifiquen los ejes normal y tangencial del choque y las direccién
es de las velocidades, al igual que sus componentes, como se indica en la siguiente figura:

Figura 74. Choque oblicuo de esferas — coordenadas del choque

"N

Fuente: elaboracion propia.

Inicialmente se debe determinar el angulo que forma el eje normal con el eje x de la Figura
74, con lo que se tiene:

cos@ =B "1 9 74 7470

I”A+I”B

Seguidamente se debe descomponer la velocidad de entrada de la esfera A en sus
componentes normal y tangencial:

v, =v,sen0 =2.894 1t /s
VAIT =v, cos0=0.789 ft /s

Aplicando el principio de conservacion de energia, Ecuacién 75, con v, ¥ = 0 y asumiendo
las velocidades despues del choque positivas, se tiene:

N N _ N N
MV +MmMgVpg =mv,, +MmMpVy,
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3vA,N =3vA2N +10v32N (82)

Aplicando la formula del coeficiente de restitucion, Ecuacion 76, se tiene:

N N
o=z "V
N N
Va Vs
N _ N N
0.65v," =vg," —v,, (83)

Solucionando las ecuacidnes 82 y 83 y teniendo en cuenta que como la velocidad inicial de
la esfera B es cero (velocidad de entrada), entonces la velocidad de la esfera B despues del
choque es unicamente en la direccién normal y serd, por consiguiente, la velocidad total
de la esfera. De la solucion se tiene que:

v, =1.102 fi /s
Aplicando el principio de impulso y cantidad de movimiento, para la esfera B se tiene:
MpVp, —UNT=myv,,
MyVp, — UMy ST =MpVp,
vy, =0.458 ft /s

Seguidamente, aplicando el principio de trabajo y energia, para la esfera B:

1

2 _ 2
EvaBZ —UNs —Evam

2 _ 2
EmBVBZ —Hmygs= 5’”3"33

s =0.156 fi

Ejemplo 3.11: para el choque de la figura se sabe que la esfera A tiene un radio (r,) y una
velocidad (v,,) y la esfera B tiene un radio (r,) y una velocidad (v,,). Para un coeficiente de
restitucion (e) determine las velocidades de las esferas después del choque.

Figura 75. Choque oblicuo de esferas

A

B

Ve,

Vi

Fuente: elaboracion propia.
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e«  Choque

Conforme a los problemas desarrollados, se deben definir las coordenadas normal y
tangencial del choque y colocar las velocidades de las esferan en estas coordenadas.

Figura 76. Choque oblicuo de esferas — coordenadas del choque

V,.0/

Fuente: elaboracion propia.

De la Figura 76 se tiene:

0 = asen| —4
ror
v,V =V, cos0
v, =V, send
v, N =V, cos0

T —_—
Ve =V send
Como las velocidades tangenciales se conservan se tiene:
T _1 T _
V, =V, =V,sen0
T _1 T _
Ve, =Vy =V, ,sen0

Asumiendo que las velocidades normales después del choque conservan su direccion, se
tiene, por conservacion de energia, Ecuacién 75:

mVA1N+mVBIN =mVA2N+mVBzN
N N _ N N
VAl + VBI - VAZ +VBZ

Tips: con respecto al eje normal, se asume que las velocidades con direccién hacia el lado
derecho son positivas, de donde se puede observar que las direccion es de las velocidades
normales de la esfera B son contrarias a lo asumido, por consiguiente, corrigiendo la
direccion de las velocidades normales de la esfera B en la ecuacion anterior, se tiene:

VAIN _V31N = VAzN _ngN (84)

Aplicando la ecuacion del coeficiente de restitucion, Ecuacion 76:
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— VBzN _VAZN
VAIN o VBIN
e( Vi - VBlN) =V, V"

Corrigiendo la direccién de las velocidades normales de la esfera B:
N N N N
e( Vi© Vg ) =V =V (85)

De la solucién de las ecuacidnes 84 y 85 se tiene:
VY (e+1) 47" (e=1)
-2

N _
VBZ -

N N N N
VAZ :VAI +V31 _ng

Ejemplo 3.12: para el choque de la figura se sabe que la esfera A tiene un radio (r,) y una
velocidad (v,,) yla esfera B tiene un radio (r,) y una velocidad (v,,). Para un coeficiente de
restitucion (e) determine las velocidades de las esferas después del choque.

Figura 77. Choque oblicuo de esferas

A

B

Ve

VA1

Fuente: elaboracion propia.
e« Choque
Conforme a los problemas desarrollados, se deben definir las coordenadas normal y
tangencial del choque y colocar las velocidades de las esferan en estas coordenadas.

Figura 78. Choque oblicuo de esferas — coordenadas del choque

Fuente: elaboracion propia.
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De la Figura 78 se tiene:

r
6 = asen 4

VA+I"B

VN =V, cosO
Al — A

T _

V, =V,senf

V.Y =V, cosO
Bl — "Bl

T _
Ve =V, senf
Como las velocidades tangenciales se conservan, se tiene:
T _ 1, T _
V, =V, =V,sen0
T _ 1, T _
Ve, =V, =V,senf

Asumiendo que las velocidades normales despues del choque conservan su direccion, se
tiene por conservacion de energia, Ecuacion 75:

mVAIN +mVBlN :mVAzN +mVBzN
N N N N
V' +Ve =V, Vs, (86)

Aplicando la ecuacion del coeficiente de restitucion, Ecuacion 76:

N N
— Vi =V
N N
Vi =V
e( VAlN - VBIN ) = VBzN - VAzN (87)

De la solucién de las ecuaciones 86 y 87 se tiene:
N N
Vil (e+1)+V," (1-e)
2
N N N N
Vi =V +Ve =V,

Ejemplo 3.13:1a bala de la Figura 79 traspasa el bloque A instantdneamente y seguidamente
se incrusta en el bloque B. La energia entregada por la bala a los bloques hace que estos
se muevan las distancias indicadas hasta el reposo. Sabiendo que los bloques inicialmente
estan en reposo, determinar la velocidad inicial de la bala antes de traspasar el bloque A
(W,=8N,W,=7N, W, =04N,H=1.6 m,L=1.1my 6 =10°):

BALA

N _
ng -
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Figura 79. Choque bala con bloques

Fuente: elaboracidn propia.

Desarrollo conceptual

Para el ejercicio presentado se conocen las distancias recorridas por los bloques despues de
recibir la energfa dada por la bala, también se conoce que sus velocidades finales son iguales
a cero. Observando el diagrama da la Figura 79 se puede visualizar que el movimiento se
da de la siguiente forma:

Instante 1 - bala antes del choque con el bloque A

Instante 2 - bala y bloque A despues del choque

Instante 3 — bloque A despues del choque hasta detenerse
Instante 4 - bala y bloque B despues del choque

Instante 5 — bloque B-bala despues del choque hasta detenerse

Como se conocen datos del final del ejercicio, se debe realizar la reconstrucién del
movimiento teniendo en cuenta lo anterior y desarrollando el diagranma de cuerpo libre
para el bloque B-bala, se tiene:

DCL del Bloque B - Bala

Figura 80. Diagrama de cuerpo libre bloque B - bala

Fuente: elaboracion propia.
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Del diagrama de cuerpo libre del bloque B - bala (instantes 4 - 5), y aplicando el principio
de trabajo y energia, se obtiene la velocidad del bloque B junto con la bala despues del

choque (v, )

Ny =W;,cos0

1 A L
EmHvam —J.OmeBgsenst _.[o/’th*B gcosOds =0

Vo ps = \/2gL(sen9 +pcos0)=3.499m/ s
Aplicando el principio de conservacién de energia, Ecuacion 14, para el choque de la bala
con el bloque B, se obtiene la velocidad de la bala antes del choque (Istantes 2 - 4).
Mpy14 Vparar = Mp_p Vp_p3
m v
Vo = 288 —64.T74m/ s
BALA

Aplicando el principio de trabajo y energia, se obtiene la velocidad del bloque A despues
del choque con la bala (v,,) (instante 3):

1 I "
EmAvA2 —IomAgsenOds—joumAgcos@ds:0

Vs :\/ZgH(sen9+,uc0s9) =422m/s

Aplicando el principio de conservacion de energia para el choque de la bala con el bloque
A, Ecuacion 75, se obtiene la velocidad de la bala antes del choque.

Mpara Veara =My Vo Y Mpyry Voaran

m,v,, +m \%
VBALA] — A "A42 BALA ~ BALA2 — 149147’}1/S

Mpyr4

Ejemplo 3.14: del sistema de la Figura 81 se sabe que W, =8 Ib, W,=20 Ib, W =20 Ib, L=10 ft,
H=16 ft. Si adicionalmente se sabe que el sistema AB estd en reposo, determine la velocidad
del bloque A después del choque del bloque C con el bloque B si la velocidad del bloque
Cesv=6ft/sye=0.6
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Figura 81. Choque y movimiento de bloques

?| M gpiso=0.2

Fuente: elaboracién propia.
Desarrollo conceptual

Inicialmente se debe desarrollar la ecuacién de la cuerda del sistema AB, ya que el
movimiento del bloque B depende de esta, aplicando los tips dados en la seccién 1.2.1 se

tiene:
Diagrama de la cuerda

Figura 82. Diagrama — ecuacion de la cuerda

NR

VAR

XA l (H2+XBZ)1/2

Fuente: elaboracion propia.

87



88 DINAMICA - TIPS PARA INGENIEROS

Como la longitud L es variable, se realiza un cambio de variable y se coloca como x,, esta
detalla el movimiento del bloque B. Del diagrama de la Figura 82 se tiene:

Lo =2x,++H* +x,° (88)

Derivando la Ecuacién 88, con respecto al tiempo, se tiene:

Va =T T, 89
SN )
2v,\JH +x,° 00)

e Choque CconB

Aplicando el principio de conservacion de energia, Ecuacion 75:
McVey +MpVpy = McVey T MpVp,
6=V, +Vvg, (91)

Aplicando la formula del coeficiente de restitucion al choque Ecuacion 92:

Vpys —V
e— 82" Y2
Ver Vi
3.6=vy, —V,, (92)
De las ecuaciones 91 y 92 se obtiene:
Vg, =48 ft/s
De la Ecuacién 89 se tiene:
XpVy 10v,,

V4

2y 241681107
v, =127ft/s

Ejemplo 3.15: si se sabe que la bola de billar de la Figura 83 golpea primero en A y después
en B y que el coeficiente de restitucion es e, determine el valor del dngulo B (de salida) en
funcién del dangulo a (de entrada) (Ejercicio adaptado de Gray, 2014):
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Figura 83. Recorrido de la bola de billar

Fuente: Adaptado de Gray, 2014

Aplicando la metodologia desarrollada a lo largo de los ejercicios de choques de esta
seccion, se analizard el primer choque de la bola de billar especificando la velocidad de
entrada y la de salida y sus componentes en los ejes normal y tangencial del choque, como
se especifica en la Figura 84.

DCL del primer choque
Figura 84. Diagrama del primer choque
4D\ T
VA1T a 6 VAZT
VAT VAZ
VA1N VAZN
N

Fuente: elaboracién propia.

Del diagrama y de la teoria de choques se tiene:
T _ N _
V, =V,cosa V,~ =V,k sena

T _ 1, T N _ N
VAZ = VA] VA2 = eVAl

Vo=V ()

V, = \/(e Vasena) +(V, cosa)

_ 2 2 2
V= VAlx/e sena” +cosa

N
Vi _eVysena

T
V,, V, cosa

tan0 = =etana

0 = arctan (e tana ) (93)



90 DINAMICA - TIPS PARA INGENIEROS

De igual forma que con el primer choque, se desarrolla el diagrama del segundo choque:

DCL del segundo choque

Figura 85. Diagrama del segundo choque
VAZT

VAZN \
N
v’ ”
B
VA3 VA3T

T

Fuente: elaboracion propia.
Del diagrama y de la teoria de choques se tiene que:

V, =V,sen0 V," =V, cos0

T, T N _ N
Vi =Vy Vi =eVy,

Va7V + ()

V= \/(e Vi 0050)2 ﬁL(VAzsene)2

V., =V Ne*send? +cos 6>

V.Y eV, cosO
tan f = = 42 =ecotb
V. V,,sen6

3 = arctan (ectand) (94)

Ejemplo 3.16: si se sabe que el bloque A de la Figura 86 se encaja en el bloque B cuando
chocan, determine la velocidad inicial del bloque A y el tiempo total del recorrido para
que el resorte se comprima 4 in. Adicionalmente se sabe que el resorte en su longitud libre
tiene (L = 9 in) y que esta inicialmente comprimido por el peso del bloque B.
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Figura 86. Bloque — Rampla - Choque
W,=251b

A u=0.5

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo conceptual del ejemplo y descripcion del movimiento

Conforme a la metodologia desarrollada del movimiento del movimiento y desarrollando
una reconstrucciéon del movimiento se tiene las siguientes etapas (nota: desarrollar el
diagrama - tener como guia el ejemplo 2.3):

o FEtapa I - posicion inicial del bloque o de salida.

o Etapa 2 - posicion del bloque en el borde de la rampla o bajada.

«  Etapa 3 - posicion del bloque A antes del choque con el bloque B (v,,=0).

o  Etapa4 - posicion de los dos bloques juntos después del choque.

»  Etapa 5 - posicion de los dos bloques después de comprimir el resorte (v, ,.=0).

Adicionalmente, del enunciado y de la Figura 87 se sabe que el resorte se encuentra
inicialmente comprimido por el peso del bloque B, por consiguiente, se debe calcular
cudnto esta comprimido por efecto de la parte del peso del bloque B que acttia sobre el:

Figura 87. Compresion del resorte por efecto del bloque B

Fuente: elaboracion propia.

F,=kxay

De donde la fuerza del resorte (F,) es igual a la porcion del peso del bloque B que actua
sobre el resorte:

Wysend5 =kxay

_sSen4S ) 4949in = 0.04124 fi

Ay
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En este tipo de ejemplos, cuando se conocen datos del final del movimiento y se solicitan
datos del inicio, se debe hacer una reconstruccion de todo el movimiento, por consiguiente,
aplicando el principio de trabajo y energia entre las etapas 4 y 5 del movimiento, se tiene:

Etapas 4-5

S+ay 1 )
ksds =§mABvAB5
¥y

A

%mABVA}MZ +jijBgsen9ds —IjumAB gcosBds —I
1 kSZ
EmABVAB42 +m,, gsenOs—pum,, gcos@s—T =0

2
Vigs +2gsen93—2,ug0059s—k—szo

m,pg

m,p

k 2
Vips =\/—2gsen€s+2;1gcos€s+i

—2x32.2xsen45 i +2x0.5%x32.2xcos45 i
12 12

Vo= 2
w 600((142+0.04124j —(0.04124)2J

+

60/32.2

Vips = J—-15.179+7.5896 + 44.630 = 6.086£
s

De forma similar, aplicando el principio de impulso y cantidad de movimiento, entre las
etapas 4 y 5 del movimiento para determinar el tiempo del recorrido, se tiene:

t t t
MV 44 +'[OmABgsen9dt —onmAB gcos@dt—J‘Oksdt =MV 1ps

MV ,ps + M, gsen0t —um, gcosOt—kst=0

kst
Vin4 +gsen9t—,ugcoset—mi20
AB

= Vapa

—gsen@+ugcos@+ﬁ

mp
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6.086

600 x(é)
—32.2xsen45+0.5x32.2xcos45+ ————2%

60/32.2
L 6.086
T 22.76+11.384+107.33

t, s =0.0634s

Nota: el calculo del tiempo como se realizd entre las etapas 4 y 5 estd mal, ya que se supuso
que la fuerza ejercida por el resorte es puntual, lo cual es un concepto errado porque la
fuerza del resorte cambia en funcién del espacio y no con el tiempo, por lo cual no se puede
integrar como una fuerza puntual.

En este caso, como se tiene una velocidad inicial de v, ,,=6.086 ft/s, una velocidad final

de v,,.=0 y un espacio recorrido de 4 pulgadas, de las ecuaciones del movimiento
rectilineo, ecuaciones 2 y 3, se calcula la aceleraciéon promedio para el recorrido realizado

y posteriormente el tiempo, por consiguiente, se tiene:

2 2
Viss =Viags —20,54 58

2 2
s = ”23; = 6'0i6 = 55.559?
| T
)
Vaups =Vapa —Qupsslys
t, 5= Vags 6.086 =0.109 s tiempo real del recorrido.
A s 55559
Etapas 3-4

Aplicando el principio de cantidad de movimiento, Ecuacién 74, para el choque entre los
bloques A y B se tiene:

MV, 3+ MgV =M gV 5y

v, = Zasaps _ 14,6064 fi / 5

m,
Etapas 2-3

Aplicando el principio de trabajo y energia, entre las etapas 2 y 3 del movimiento, se tiene:

1 s s 1
EmAvAz2 +I0mAgsen9ds —IoumA gcosOds = EmAvAf
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- 2 Os— 2] _1 2
2mAvA2 +m, gsenbs—um, gcos s—2mAvA3

v, +2gsenf@s—2ugcosls=v,,’

Vi =\/VA32—2gsen9s+2ugc059s

14.6064% —2x32.2 x sen4d5 x (%}

V=

+2%0.5%32.2 % OS 45>{%J

v, =+/213.3469—11.3844 +5.6922 = 14412
S

Aplicando el principio de impulso y cantidad de movimiento, entre las etapas 2 y 3 del
movimiento se tiene:

t t
m,yv,, +J0mAgsen9dt—joumA gcosOdt=m,v

myv,,+m, gsen0t—um, gcosOt=m,v,,
v, +gsenbt—pugcosft=v,,

= Vs =V
gsenf — pgcosf
.o 14.6064 —-14.41
3 322xsend5—0.5%32.2xcos45
0.1964

L, =————
3 22.76-11.384
t, , =0.017265

Etapas 1-2

Aplicando el principio de trabajo y energia, entre las etapas 1 y 2 del movimiento se tiene:

1 s 1
EmAvAlz __[OumA gds = EmAVAz2

2 _ 2
EmAVAl —Hm,gs= EmAVAZ

2 2
Vg —2UgSsS=V,,

Va :\]VAzz +2ugs
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Vg = \/14.412 +2xo.5x32.zx(ij
12

v, =~/207.6481+8.05 = 14.686 7"
S

Aplicando el principio de impulso y cantidad de movimiento, entre las etapas 1 y 2 del
movimiento se tiene:

t
mv, — JlolumA gdt=myv,,
my,—pm,gt=m,,,

Vg~ HEI=V,,

t= Va~Va
ng
_14.686—-14.41
2 0.5x322
t,,=001718s

De donde se tiene que el tiempo total del recorrido es igual a:

Dot =bg Tl 3 Ty s

ty,.; =0.0171840.01726+0.109=0.1439 s

Ejemplo 3.17: después de un choque observado en la Figura 88, los carros A y B quedan
en las posiciones indicadas después del choque habiendo recorrido las distancias d, y
d,, respectivamente, hasta detenerse. Si el choque ocurri6 en una superficie horizontal
completamente, plana y sin cambios de nivel, y sabiendo que el coeficiente de friccion de
los carros con el asfalto es (4 = 0.8) determine las velocidades de los carros antes del choque
(ejercicio adaptado de Meriam and Kraige, 2001).



o6 DINAMICA - TIPS PARA INGENIEROS

Figura 88. Choque de carros

dy=185m m, = 2000 kg
m, = 2400 kg dz=213m
A —+" 65
VB

Fuente: Adaptado de Meriam and Kraige, 2001

Etapas del movimiento

Detallando el movimiento se tiene las siguientes etapas:

o Etapa 1:los carros antes del choque con sus velocidades iniciales.
o  Etapa 2:los carros un instante después del choque con sus respectivas velocidades.
o  Etapa3:los carros finalmente detenidos después del choque. Los dos se detiene por
accion de la friccion unicamente.
Como se ha mencionado anteriormente en varios ejemplos, como se saben datos del final
del ejercicio y se debe hacer una reconstruccion de este se empieza de atras hacia adelante,
por consiguiente, se tiene:

Etapa 2-3: en esta etapa se detalla, Figura 89, el movimiento dado por los carros después
del choque hasta detenerse, en este recorrido los carros pierden velocidad por acciéon de
la friccién tnicamente. Aplicando el principio de trabajo y energia para los dos carros en
este recorrido se tiene:
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Figura 89. Movimiento de los carros después del choque

Fuente: elaboracion propia.

1 d, 1
EmAvAz2 -1, Frds :EmAvA}2
v, =17.04m/s

1 dy 1
EvaBzz -1, Frds =§vaB32
Vg, =18.28m/ s

Seguidamente, durante las etapas 1y 2 se da el choque (un antes y un después Figura 90),
asumiendo los ejes del choque (N-T) y expresando las velocidades de los carros en estos
ejes se tiene:

Figura 90. Diagrama del choque

Vi &

Fuente: elaboracion propia.
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. Para el carro A

Figura 91. Diagrama de velocidades del carro A
v, =v,send

T_
v, =v,cos0

X _
v, =v,cos70

Y —_—
vV, =V,senT0

N _ Y X
v, =V, cosf-v, " send

T _ Y X
v,, =V, senf+v," cosO

Fuente: elaboracion propia.

. Para el carro B

Figura 92. Diagrama de velocidades del carro B
Vg =V, cosO

T —_—
Vy = Vg send

X _
Vg,© =Vp, COS65

Y —_—
Vg, =Vy,5en65

N _ Y X
Vg, =Vg, c0sO—v,,"send

it T Y X
Vg & Vg, =Vp, senf+vy," cosO

Fuente: elaboracion propia.

De la dindmica del movimiento en choques se tiene que la velocidad de los carros en el eje
tangencial se conserva (Seccién 3.2.3), por consiguiente, del diagrama de la Figura 93 se
tiene obtienen las ecuaciones 95 y 96:
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Figura 93. Diagrama de velocidades de los carros

T

VA2
T

Fuente: elaboracion propia.

T T
Va TVa

N Y X
v, cos0=v, , senf+v, " cosO

v, c0s0 =16.0123sen6 +5.828 cos 0 (95)

T
Ve = Vp

_ Y X
Vg,send = vy, send +v,," cosO

vy send =16.567sen6 +7.725cos 0 (96)

Para el choque, aplicando el principio de conservacion de energia, Ecuacién 75, y de la
Figura 93 asumiendo positivo hacia arriba en el eje normal, se obtiene la siguiente ecuacion:

_mAVAlN + mBVBlN = mAvAZN + mBVBzN
—1.2v senf +v, cosO =35.781cos 0 —14.718send (97)

De igual forma, aplicando la ecuacion del coeficiente de restitucion, Ecuacion 76, para el
choque se tiene:

l: N

1% } N N
B _

Al 2 Vo Vo

e = = N

N N
_[V } —Va ~Vp
Yl

o 0.5549cos0 —1.8974sen0
—v ,senf —v, cosf

(98)

Para la solucion del sistema de ecuaciones 95 a 98 se tienen los siguientes datos:
e Incognitas:v,,v,,ey0

o  Restricciones: el valor del coeficiente de restitucién (e) debe tener un valor
comprendido entre 0 y 1; y el valor del dngulo (6) oscila entre 0 y 45 grados.
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De la solucién en Matlab del sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes resultados:

v, =12.2659"" = 44,15 X0
s h
m km
vy =35.788122 =128.83 -4
S h
e=0.005

0=21 .9(Angulo de la linea de impacto)
Conclusiones

El carro B lleva exceso de velocidad, hipdtesis “tal vez acelerd para pasar un semaforo”

Por el coeficiente de restitucion e se puede decir que el choque es casi pléstico.
Nota: desarrollar la solucion para el sistema de ecuaciones y contrastar las respuestas.

Link del acompaiiamiento mediante video:

https://www.youtube.com/watch?v=hdVd8kcuAZs&t=26s


https://www.youtube.com/watch?v=hdVd8kcuAZs&t=26s

CAPITULO 4

CINEMATICA DE
CUERPO RIGIDO

4.1. Cinematica de cuerpo rigido

Para el desarrollo de este tipo de ejemplos es importante tener claros todos los conceptos
abordados a lo largo de este libro, principalmente los siguientes:

o Velocidad contante y variable

o Velocidades y aceleraciones normal y tangencial

o Velocidades y aceleraciones relativas

Adicionalmente, como se indica en algunos ejemplos, se hace uso de la aceleracion de
Coriolis, la cual nos indica como acelera un cuerpo a través de otro que también estd en
movimiento.

Aeyrions = 2 Ope X Vs (99)
Link del acompanamiento mediante video:
https://www.youtube.com/watch?v=9e32HgeHKAO
A continuacion, se desarrollaran varios ejemplos de aplicacion:

Ejemplo 4.1: sabiendo que para el mecanismo de la Figura 94 se tiene que R = 600 mm, L
=09m,H=1m,0=37°=2507,y=7871y que la velocidad del punto Cesv_=7m/
s en el sentido horario, determine la velocidad del punto medio de la barra BC (ejercicio
adaptado de Gray, 2014).


https://www.youtube.com/watch?v=9e32HgeHKA0
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Figura 94. Mecanismo de biela — manivela

Fuente: adaptado de Gray, 2014
Desarrollo conceptual

Como se conoce la velocidad del collarin C, esta se debe descomponer en sus componentes
cartesianas iy j, adicionalmente el collarin C se mueve por una pista circular de donde se
tiene que esta es perpendicular al radio, por consiguiente, se tiene:

ve =7sen@i—Tcos0j=4.21i-5.59

Para el calculo de la velocidad del punto B se puede hacer desde el punto C o desde el punto
A, ya que el punto B es dependiente o comtn a las dos barras, por consiguiente: aplicando
la ecuacion de Velocidades relativas, Ecuacion 10, se tiene velocidad de B vista desde C:

Vg = Ve T Vo = Ve T Wpe X

Para facilitar los calculos se asume que la velocidad angular de la barra BC estd en la
direccién k:

vy =4.21i=5.59 j+ @, kx(0.9¢0s25.07i—0.9sen25.07 ;)
v, =421i-5.59 / +0.815m,, j +0.381 @, i

vy =(4.21+ 0381w, )i—(5.59-0.815w,.) j (100)

Para el calculo de la velocidad de B visto desde A se tiene:
Vg =V, T Vg4 :O+wAB X4

Similarmente a lo realizado con la barra BC se asume la velocidad angular de la barra AB
en direccidn k:

vy =, kx(—1cos78.71i+1sen78.71 )
v, =-0.195w,, /1 —098w i (101)
De las ecuaciones 100 y 101 igualando las componentes , se tiene:

4.21+0.38lw,. =—0.98w , (102)

De la misma forma, igualando j =j
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5.59-0.8150,. =0.195w (103)

Solucionando las ecuaciones 102 y 103 se tiene:

W, =8.695rad / s
®,, =—1.676rad /s

Para el calculo de la velocidad del punto medio (D) de la barra BC, se tiene: aplicando la
ecuacidn de velocidades relativas, Ecuacion 10, se tiene:

Vp =Ve T Vpie = Ve +Ope X1
vy :4.21i—5.59j+8.695k><(0.4500$25.07i—0.4SSen25.07j)
v, =421i-5.59j+3.544 j +1.657i

v, =5.867i—2.046 j(m/s)

Ejemplo 4.2: teniendo en cuenta los resultados del ejercicio anterior, determinar la
aceleracion del punto medio de la barra BC si se sabe que la velocidad del punto C es
constante.

Figura 95. Mecanismo de biela — manivela

Fuente: adaptado de Gray, 2014
Desarrollo conceptual
Como la velocidad del punto C es constante, la aceleracién tangencial es igual a cero,

unicamente tiene aceleracion normal, aplicando la Ecuacion 11 de aceleraciones relativas
se tiene:

0o =2 = _11.666rad /s
Tpe 0.6

_ N T N _ N
ac=dy+dc,y +ac, =0+ag, +0=ac,

_ 2
Ac = —Wpc Fepo

ac =—(11.666)".(0.6cos @i +0.6senb )

103
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a, =—65.21i-49.142 j(m/ 5* )

Para el calculo de la aceleracion del punto B se puede hacer desde el punto C o desde el punto
A, ya que el punto B es dependiente o comun a las dos barras, por consiguiente: aplicando
la ecuaciodn de aceleraciones relativas, Ecuacion 11, se tiene velocidad de B vista desde C:

_ T N T

ap =0ac T A, +dag +age
B 2

Ap =0¢ T 0pe Xy —Wpe T

Para facilitar los calculos se asume la aceleracion angular de la barra BC tiene la direccién
direccién k:

ay, =—6521i—49.142 j + a . kx(0.9¢c0s25.07i—0.9sen25.07 ;)

~(8.695)".(0.9¢c0s25.07i —0.9sen25.07 )
a, =—6521i—49.142 j+0.8150,. j+0.3810,.i —61.63i+28.83 )

a, =(~126.84+0.381a,. )i—(20.312-0.815a,. ) j (104)

Para el calculo de la aceleracién de B vista desde A se tiene:
. T N _ _ 2
ag=a, +ag, +az, =0+0,,X1,,—©," 1y,

Similarmente a lo realizado con la barra BC se asume la aceleracion angular de la barra
AB en direccién k:

ay =0, kx(—1cos78.71i+1sen78.71 j)
—(=7.676)" .(~1cos 78.71i +1sen78.71 )
a, =(11.53-0.98cx ;)i —(57.78+0.195cx ., ) j (105)
De las ecuaciones 104 y 105, igualando las componentes i = i, se tiene:

~138.37+0.381a,. =—0.98a,, (106)
De la misma forma, igualando j = j

~37.468—0.8150,. =0.19501 (107)

Solucionando las ecuaciones 106 y 107 se tiene:
oy =—87.837rad / s>

Para el calculo de la velocidad del punto medio (D) de la barra BC, se tiene, aplicando la
ecuacion de aceleraciones relativas, Ecuacién 11:

_ T N

ap, =dc tdap,c Tap,e

B 2
ap =de +0pe XTp0 —Wpe e
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a, = —65.21i—49.142j—87.837k><(0.45 c0s25.07i—-0.45sen25.07 j)

~(8.695)".(0.45¢0525.07i —0.455en25.07 /)
a, =—65.21i—49.142 j ~35.8 j —16.748i ~30.816i +14.415 j

a, =—-112.774i-70.527 j(m/ s*)

Link del acompanamiento mediante video:
https://www.youtube.com/watch?v=SoWswY8]258

Ejemplo 4.3: sabiendo que para el mecanismo de la Figura 96 se tiene que R = 20 mm,
L = 80mm, H = 38mm, 8 = 20° y que la velocidad del punto B es v, =15m/s hacia abajo,
determine la velocidad del punto medio de la barra AB (ejercicio adaptado de Gray, 2014).

Figura 96. Mecanismo de biela — manivela - corredera

Fuente: adaptado de Gray, 2014

Desarrollo conceptual

Tips: en algunos ejercicios es importante detallar graficamente la posicion de los puntos que
componen su configuracion, ya que esto puede cambiar la vision que se tiene inicialmente
su movimiento, lo que nos puede llevar a cometer el error en su solucion. A continuacion,
en la Figura 97 se verifican las posiciones de los puntos de referencia del mecanismo:

Figura 97. Diagrama de verificacion del mecanismo

105


https://www.youtube.com/watch?v=SoWswY8J258
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Fuente: elaboracidn propia.

Del analisis del diagrama de la Figura 97 se tiene:
H =Rcos0+ Lcos B
38=20c0s20+80cos B
B =76.108°

Para el célculo de la velocidad del punto A del mecanismo se puede hacer desde el punto
B o desde el punto O, ya que el punto A es dependiente o comun a las dos barras, por
consiguiente: aplicando la ecuacion de velocidades relativas, Ecuacion 10, se tiene velocidad
de A vista desde B:

Vy=Vg +Vyp =Vp @0 XT

Para facilitar los calculos se asume la velocidad angular de la barra AB en direccion k:

v, =—15j+®,, kx(-0.08c0s76.108;—0.08sen76.108 /)
v, =-157-0.0190,, j+0.077w,, i
v, =0.077w,,i—(15+0.0190,,) j (108)

Para el calculo de la velocidad de A vista desde O se tiene:
V=V tV,0 =040, X7,

Similarmente a lo realizado con la barra AB, se asume la velocidad angular del disco OA
en direccion k:

v, =0y, kx(0.02c0820i+0.02sen20 /)
v,=0.018w,,j-0.0060,,i (109)
De las ecuaciones 108 y 109, igualando las componentes , se tiene:
0.077@,, =~0.006,, (110)
Similarmente j = j:

~15-0.0190,, =0.018,, (111)
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Solucionando las ecuaciones 110 y 111 se tiene:

®,; =70.754rad / s
., =—16344rad / s

Para el calculo de la velocidad del punto medio (D) de la barra AB, se tiene, aplicando
velocidades relativas Ecuacidén 10:

Vp =Vg T Vpp =V + 0,5 XTI
v,=-15j+ 70.754k><(—0.04cos 76.108i—0.04sen76.108j)

v, =—15-0.679 j+2.747i
v, =2.747i-15.679 j(m/s)

Link del acompaifiamiento mediante video:
https://www.youtube.com/watch?v=or_4LmZjMoo

Ejemplo 4.4: teniendo en cuenta los resultados del ejercicio anterior, determinar la
aceleracion del punto medio de la barra AB si se sabe que la velocidad del punto B es
constante.

Figura 98. Mecanismo de biela — manivela - corredera

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo conceptual

Para el calculo de la aceleracion del punto A del mecanismo, se puede hacer desde el
punto B o desde el punto O, ya que el punto A es dependiente o comun a las dos barras,
por consiguiente: aplicando la ecuacion de aceleraciones relativas, Ecuacion 11, se tiene la
velocidad de A vista desde B:

_ T N _ 2
a,=ag+a,, +a,; =040,,X1,,, =0, 1,

Para facilitar los calculos se asume la aceleracion angular de la barra AB en direccién k:


https://www.youtube.com/watch?v=or_4LmZjMoo
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a,=a,kx (—0.08 c0s76.108i7 — 0.08sen76.108j)

—~(70.754)" .(~0.08c0s 76.108i — 0.08sen76.108 ;)
a,=—0.019¢,, j+0.077 0 ;i +96.154i +388.775 )

a,= (96.154+ 0.077(1AB)i+(388.775—0.019aAB)j (112)
Para el clculo de la aceleracién de A vista desde O se tiene:
T N 2
a,=d,+ay, tau, =040, Xr,,—00 Ty

Similarmente a lo realizado con la barra AB, se asume la aceleracion angular del disco OA
en direccion k:

a,=a,, kx(0.0Z cos20i+ 0.02sen20j)
—(—16.344)2 .(0.02¢0s20i+0.02sen20 )
a, =(-5.02-0.0060,, )i+(-1.8+0.018¢c,, ) (113)

De las ecuaciones 112 y 113, igualando las componentes i = i, se tiene:

96.154+0.077 0, =—5.02—0.00601,,
102.174+0.077 ,, = —0.0061,,, (114)

Similarmente j = j

388.775-0.019a ,, = —1.8+0.018cx,,
390.575-0.019¢,, = 0.018a,, (115)

Solucionando las ecuaciones 114 y 115 se tiene:
o, =—3288.1933rad / s

Para el calculo de la aceleracion del punto medio (D) de la barra AB, aplicando aceleraciones
relativas se tiene:

_ T N _ 2
ap =dg +ap,, +apy =g T, XV =045 Tpp

a, =-3288.1933k x (—0.04008 76.1087—0.04sen76. 108j)

—(70.754)" .(~0.04c0s 76.108i —0.04sen76.108 )
a,=31.578j-127.68i+48.077i+194.387 j

a, ==79.603i+225.965 j(m/ 5" )
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Ejemplo 4.5: para el mecanismo de la Figura 99 se sabe que la velocidad del punto B es v,
=2m/ s (i) paraun angulo 6 = 62°, determine la velocidad del punto medio de la barra.
R =350mm, L =1m.

Figura 99. Mecanismo de biela — manivela - corredera

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo conceptual

Mediante la ecuacién de velocidades relativas, Ecuacién 10, se determina la velocidad de
A vista desde el punto B:

V, =V 4V, =2040,, X1,

Asumiendo que la velocidad del punto A tiene la direccion en el eje y y que la velocidad
angular de la barra AB esta en sentido contrario a las manecillas del reloj (mcr), se tiene:

v, j=2i+®,,kx(1cos62i+1sen62 j)
v,j=2i+046w,, j-0.882w,,1i (116)

De la Ecuacion 116 resolviendo, igualando i = i, y j = j, se tiene que:

©,5 =2.267rad | s(mer)
v, :1.043m/s(j)
Para el calculo de la velocidad del punto medio (C) de la barra AB se tiene:
Ve =V Vo =20+ 0,5 XV
v, =2i+2.267kx(0.5c0s62i+0.5sen62 j)
ve=2i+0.532-1i
ve =1i+0.532; /¢

Ejemplo 4.6: para el mecanismo de la Figura 100 se tiene que w, , = 7rad/s, a, , =1rad/s’,
ambas en sentido de las manecillas del reloj, 8 = 160° L = 2.5 ft, H = 10 pies, CB =5 ft.
Determinar la aceleracion del punto fijo D si la distancia CD es de 7.5 ft
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Figura 100. Mecanismo corredera

H

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo

Como el punto B es comun a las barras AB y CD, la velocidad y la aceleracion de este punto
se puede calcular con relacién a cada una de ellas, aplicando velocidad y aceleracion relativa,
ecuaciones 10 y 11, para el punto B visto desde A se tiene:

Vg =Vt Vg4 =Op X1y 4
vy ==y, kx((H —5c0820)i+(L+5sen20) /)
v, =—Tkx(5.301i+4.21)

v, =29.47i-37.107 ] (117)

ap =4, +aB/AT +aB/AN =0 X Ty _wABz-VB/A
a, =—1k><(5.301i—i—4.21j)—(—7)2 .(5.301i+4.21j)
a, =-5.301;+4.21i—259.749i-206.29 j

a, =—-255.539i-211.591; (118)

Similarmente, aplicando velocidad y aceleracién relativa para el punto B visto desde C.
Adicionalmente, para la velocidad y la aceleraciéon se debe tener en cuenta que como el
punto B no pertenece a la barra CD, este tiene velocidad y aceleracion relativa con respecto
ala barra Figura 101 y aceleracién de coriolis, Ecuacién 99, aplicando esta teoria se tiene:

Figura 101. Diagrama de velocidades y aceleraciones

N
a. | e Oap
B/C

Fuente: elaboracion propia.
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Vg = Ve T Ve T Vprsis = Ope X Vg + Vasis
Vg = Wpe k><(—5 cos20i+ SSen20j)+vB/Sis (—cos 200+ senZOj)
vy =—1.71wy. i —4.69w,. j—0.93v,, . i+034v, . j (119
ag =dc+ aB/CT + aB/CN + Ap/sis T Acoriolis
Ay = Qpe Xy = Oy’ Ty + A g (—08 200 +5en20 )+ 2@y X vy

ay =0y kx(=5c0820i% 5sen20 /) — w,.*.(=5¢c0s 20i + 5sen20 /)

—0.93a,, i+034a,, j+2 .0z kxvyq

a, =—1.71a,.i—4.69c,. j+4.69w,. i—1.71w,. " j

. . (120)
—0.93a,,, i+034ay j+2 .0y kxvy,q
De las ecuaciones 117 y 119, igualando i = 4, y j = j, se tiene que:
29.47=-1.71w,. —0.93v,,. (121)
—37.107=-4.690,. +0.34v, .. (122)
Solucionando las ecuaciones 121 y 122 se tiene:
Vs =—40.788 ft / s
Wy =4.955rad / s
Reemplazando en la Ecuacién 120, se tiene:
ag=—1.710, i—4.690,. j—0.93a,,, i
+0.34ay,,, j+253.395i+337.849 (123)
De las ecuaciones 118 y 123, igualando i = 4, y j = j, se tiene que:
-255.539=—1.71a,. —0.93a,,,, +253.395
~508.934=—1.71ct,. —0.93a,,, (124)
—211.591=—4.69a,. +0.34a,,, +337.849
~549.44=—4.69c,,. +0.34a,,, (125)

Solucionando las ecuaciones 124 y 125 se tiene:

a,.. =292.871 ft/s’
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a4 =138.383rad / s°

Para la aceleracion del punto D se tiene:

B T N
ap =actap,c Tap,c

_ 2
Ap =0pe XFVpc = Wpe Fpc

ay = 138.383k><(—7.5 cos20i+ 7.SSen20j)

—(4.955)2 (=7.5¢0820i+7.5sen20 ;)
a, =-975.281j-354.973i+173.035i - 62.979 j

a, =—-181.938i-1038.26 j( fi /s)

Ejemplo 4.7: para el mecanismo de la Figura 102 se tiene que w, .= 7rad/s, a, .= lrad/s’,
ambas en sentido contrario a las manecillas del reloj, 0 = 134°, L=2ft, CB=1 ft y BD = 0,5
ft. Determine la aceleracion angular de la barra AB y del punto D para el momento indicado.

Figura 102. Mecanismo corredera
e

/)
; 6

D)
A4
A L
b
Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo

Como el punto B es comun a las barras AB y CD, la velocidad y la aceleracion de este
punto se puede calcular con relacion a cada una de ellas, aplicando velocidad y aceleracién
relativa, ecuaciones 10 y 11. Adicionalmente, para la velocidad y la aceleracién se debe tener
en cuenta que como el punto B no pertenece a la barra CD, tiene velocidad y aceleracién
relativa con respecto a la barra Figura 103 y aceleracion de coriolis, Ecuacidn 99, aplicando
esta teoria se tiene:
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Figura 103. Diagrama de velocidades y aceleraciones

ag/c

Fuente: elaboracidn propia.
Vg = Ve T Ve T Vprsic = Ope X Vg Vasis

vy =Thkx(—lsend4i—1cos44 j)+ vy, (—send4i—cos44 )
v, =5.035i —4.862 j—0.694v, . i—0.719v, . j (126)

g =ac+ aB/CT + aB/CN T Apsis T Acorionis
Ay = Qye Xy o = Opc” Ty + A g (—€i— 0844 j )+ 200 X vy o
a, :1k><(—1sen44i—1c0s44j)—(7)2.(—1sen44i—lcos44j)
—0.694a,,,, i—0.719a,,, j+2 .Tkxv,q
ay=-0.694 j+0.71i +34.03871+35.247 j
0.694a,,, i—0.719a,,. j+2 . Thkxv,.

a, =34.748i+34.553 j—0.694a,,q i—0.719ay,s j+2 . Tkxvyg (127)

De forma similar para el punto B visto desde A se tiene:
Vp =Vt Vg g = WOpy X1,
Vy = —0, kx(—lsen44i+(2—lcos44)j)
v, =1.28w,,i+0.694w,, j (128)

B T N 2
ag=a,+ag, +tag,  =0;pXVy, —0Ou Vg,

ag =—0yp kx(—lsen44z'+(2—lcos44)j)—(a)AB)z.(—lsen44i+ (2 —1cos44)j)
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ay =0.694a,, j+1.280,,i+0.6940,," i-1.280,,° j (120

De las ecuaciones 126 y 128, igualando i = i, y j = j, se tiene que:

5.035-0.694v,,, =1.28w,, (130)

~4.862-0.719v,,, = 0.694w,, (131)

Solucionando las ecuaciones 130 y 131 se tiene:
Vese = —22.131 ft/ seg
0y, =15.922rad / seg

Reemplazando en las ecuaciones 127 y 129 e igualando i = i, y j = j, se tiene que:

~8.232-0.6%a,,,, =128, +175.93
~184.162-0.694a,,, =1.28a (132)
76.053-0.719a,,;, = 0.694a,, —324.492
400.545-0.7194a,,;, = 0.694a , (133)

Solucionando las ecuaciones 132 y 133 se tiene:

a,.. =1458.877 ft/ s’

oy, =—935.054rad / s°
Para la aceleracion del punto D se tiene:

T N
ap =ac+dp,c +dp,c
2
Ap = Qpe XTpic = Wpc Ipjc
ay :1k><(—1.SSen44i—1.SCos44j)—(7)2 .(—I.SSen44i—1.5cos44j)
a, =-1.041;+1.079i+51.057i+52.871

a, =52.136i+51.83 j( fi/s)

Ejemplo 4.8: la esfera A de la Figura 104 esta sujeta a la barra de longitud L, la cual se deja
caer desde el reposo en la posicion mostrada, si se sabe que el coeficiente de restitucion es
e. Determine la velocidad angular de la barra después del choque.
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Figura 104. Barra con esfera - choque

Fuente: elaboracion propia.

Desarrollo

Aplicando el principio de trabajo y energia para determinar la velocidad de la espera antes
de chocar con el piso se tiene:

Va :\/2gh :\/2gLsen9

Aplicando la ecuacion del coeficiente de restitucion para el choque de la esfera con el piso,
Ecuacién 76, la velocidad de la esfera después del choque es:

v, =ev, =ey2gLsend (/)

Aplicando la ecuacién de velocidades relativas, Ecuacion 10, para la barra, se tiene que:

Vi =Vo t V0 =0+0,,7,,

Vo e+2g Lsen6 (—k)

0y, =
0A
Ty L
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