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PROLOGO

Este texto esta dirigido a los estudiantes de carreras técnicas y de ingenieria en
asignaturas como fisica mecanica y dindmica, siendo desarrollado y organizado con
fines didacticos para facilitar el proceso ensefianza-aprendizaje de los estudiantes.
Proporciona los fundamentos de la fisica y sus aplicaciones para buscar una mejor
comprension de la tematica, pudiendo aplicarlo en asignaturas posteriores de otras
areas de formacion e, incluso, en su vida profesional.

El texto presenta una serie de componentes y, en cada capitulo, se hace una
descripcion del fundamento tedrico de los principios de la dindmica, presentando
una serie de problemas resueltos practicos de la ingenieria, en los que se hacen
énfasis en la representacion de los movimientos en texto o gréficas para desarrollar
en el estudiante capacidades de abstraccidn, representacion y comprension de
los principios fisicos y matematicos en vez de la memorizacion de férmulas y la
sustitucion de datos.

En el desarrollo del trabajo se adoptan temas de asignaturas anteriores como calculo
diferencial e integral, ecuaciones diferenciales y, en la solucién de los problemas, se
aplicaran métodos vectoriales, pero, cuando estos no ofrezcan ventajas, se utilizara
un método escalar.

El texto trata los aspectos de la dinamica de la particula antes de abordar el analisis
de la dinamica del cuerpo rigido. Se ha hecho un esfuerzo para presentar el texto de



Xl MECANICA PROBLEMAS RESUELTOS

manera sencilla, permitiendo desarrollar en el estudiante la capacidad de analizar
un problema de manera sencilla para que pueda comprender y aplicar los principios
fundamentales de la dinamica que fomentan el desarrollo de su capacidad analitica.



INTRODUCCION

El tema del libro inicia con el estudio de la cinematica de la particula, en el que
se aborda el movimiento de una de estas bajo el efecto de la gravedad; luego se
indican las relaciones entre la cinematica de la particula y la fuerza que actta
sobre esta, en donde se usaran las leyes del movimiento de Newton, para finalizar
con los principios de trabajo y energia; conservacion de la energia; cantidad de
movimiento y colisiones.

A continuacion se presenta el contenido del libro:

En el capitulo 1 se estudia el movimiento curvilineo de una particula utilizando
componentes rectangulares. Segun la geometria de la trayectoria de la particula,
se utilizan las coordenadas rectangulares; el componente normal y tangencial; el
movimiento relativo, y las aceleraciones implicadas en la solucién de problemas
de ingenieria.

El capitulo 2 estudia el principio de conservacion de energia y el concepto de
potencia.

En el capitulo 3 se dan a conocer el principio de conservacion de la cantidad de
movimiento lineal y el impacto entre particulas.






LISTA DE SiMBOLOS

Aceleracion.

Distancia.

Vectores unitarios a lo largo de la normal y la tangente.
Vectores unitarios en las direcciones radial y transversal.
Coeficiente de restitucion; base de los logaritmos naturales.
Energia mecanica total.

Fuerza.

Fuerza de friccion.

Aceleracion de la gravedad.

Centro de gravedad.

Vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados.
Cantidad de movimiento lineal.

Longitud.

Masa.
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Par; momento.

Fuerza normal.

Origen de coordenadas.

Fuerza; vector.

Fuerza; vector.

Vector de posicion.

Radio; distancia; coordenada polar.
Fuerza resultante; vector resultante.
Longitud de arco.

Tiempo; direccién tangencial.
Energia cinética.

Trabajo.

Velocidad.

Producto vectorial.

Energia potencial.

Peso.

Coordenadas rectangulares; distancias.
Aceleracion angular.

Coordenada angular; angulo; coordenada polar.
Coeficiente de friccion.

Radio de curvatura.

Velocidad angular.



CAPITULO 1

CINEMATICA DE UNA
PARTICULA

1.1. Movimiento de una particula: componentes
rectangulares

Una particula se mueve en el campo gravitatorio de la tierra describiendo un
movimiento parabolico y despreciando el efecto de la resistencia del aire sobre
si misma. La particula posee un movimiento uniformemente acelerado y “puede
sustituirse por dos movimientos rectilineos independientes” (Beer, 2010, p. 646), un
movimiento uniforme en la direccién horizontal y un movimiento uniformemente
acelerado en la direccion vertical.

El movimiento de la particula alo largo del eje X es rectilineo. En él, la componente
de la velocidad, a lo largo del eje X, es constante.

La velocidad inicial de la particula puede verse en la Figura 1.
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Figura 1. Componentes de la velocidad inicial de la particula

v
<

Fuente: elaboracion propia.

La componente inicial de la velocidad de la particula, a lo largo del eje X, es:

Vyx = Constante
VX = VOX
VOX = VO COSG

La componente de velocidad de la particula a lo largo del eje es la razén de cambio
de la posicién a lo largo del eje X respecto al tiempo.

Vo = dX
X7 dt
Separando variables, se tiene:

Integrando, se logra:

X t
[ ax= [ vat
X

0 to
X—X():VXt
X:X0+th



CaPiTULO 1. CINEMATICA DE UNA PARTICULA

Despejando la variable tiempo de la Ecuacion 1 de posicion de la particula a lo
largo del eje X, se logra:

X — X,
Vo,

Reemplazando la componente de velocidad de la particula a lo largo del eje X, en
la expresion del tiempo, se tiene:

X — X,

t=——r
V, Cos 0

El movimiento de la particula a lo largo del eje Y es uniformemente acelerado,
“debido a que la tnica fuerza que actta sobre el proyectil es su peso, lo que hace
que la particula tenga una aceleracion constante hacia abajo de aproximadamente”
(Hibberler, 2010, p. 39):

dy =—§

La componente de aceleracion de la particula a lo largo del eje Y es la razén de
cambio de la componente de velocidad a lo largo del eje Y respecto al tiempo.

dvy
AT

Separando variables para encontrar la expresion de la componente de la velocidad
de la particula a lo largo del eje Y, se tiene:

dVY = dy dt
Integrando, se encuentra:

Vy t

f dVY = f dy dt
Vyo to
Vy t

[ dw = [ —gdt
Vyo to

Ec.2
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La componente de la velocidad en el eje Y es la razén de cambio de la posicién a
lo largo del eje Y respecto al tiempo.

dy
VY: a

Separando variables en cada miembro, se tiene:
dY =W dt

Integrando y sustituyendo la componente de la velocidad de la particula a lo largo
del eje Y, se logra:

Y t
[ day=[ v dt

Y, o

Y t
f dY:f (Vyp —gt)dt
Yo

to

1 2
Y_Y0=V0Yt_§gt

Y =Y0 + VOYt—%gtz
Ec.3

Al sustituir las expresiones de la componente inicial de la velocidad de la particula
alolargo del eje Y y el tiempo, en la posicion final de la particula a lo largo del eje
Y se tiene:
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V0Y=VOSen9
X
t= —
Vy Cos 6
1 2
Y:Y0+V0Yt—§gt
Y=Y, +V,S e( X ) ! ( X )2
— 0 T VoY Ay TCos 6 2 8\, coso
Y =Y,+XTan 6 gXZ
0 MY T VZ Cos? 0

Y=7Y,+ XTan® — £ Sec?0
2V3

Ec. 4

Para encontrar la velocidad de la particula, se requiere conocer la componente final
de velocidad de la particula a lo largo de los ejes X y Y.

La componente de la aceleracion de la particula a lo largo del eje Y esta dada por
la expresion:
dVy
ay = ——
YTt
Multiplicando y dividiendo entre el diferencial de posicion a lo largo del eje Y, para

encontrar la expresion de la velocidad en funcién de la posicion a lo largo del eje
Y se encuentra:

_dvy dY
T 40 ay

Acomodando los diferenciales, se tiene:

_dY dvy
YT 4 ay

Pero la razén de cambio de la posicion a lo largo del eje Y, respecto al tiempo, es
la componente de la velocidad a lo largo del eje Y.
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dy

VY:E

Si se reemplaza la componente de la velocidad a lo largo del eje Y en la expresion
de la aceleracion, se logra:

Ay dvy
YT 4 dy
dv

=W gy

Al separar variables en cada miembro, se halla:
dy dY = VY dVY

Como el movimiento de la particula a lo largo del eje es una caida libre, la
componente de la aceleracion a lo largo del eje Y es la aceleracion de la gravedad.

ay = —8

Al suplir la componente de la aceleracion a lo largo del eje Y e integrando, se tiene:

Vy Y
[ waw = [ —gdy
Vo, Yo

V¥ = V5,

> =-g(Y-Yy)

La expresion de la componente de la velocidad de la particula alo largo del eje Y es:

VE =V —2g(Y=Y) g«

1.1.1. Problema caso 1

Determinar el radio de curvatura de la trayectoria que describe la particula cuando
golpea en la pared, que haga que la particula alcance la altura maxima (véase la
Ve =202

Figura 2). La rapidez de la particula con la que es lanzada es s y el alcance

que logra, a lo largo del eje X, es de 12 m.
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Figura 2. Trayectoria de la particula

Y P
e
7/
s H
/
/
/

v, ,

/

/
/v\e
» X v

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar el radio de curvatura de la trayectoria de la particula cuando golpea
a la pared, es necesario determinar la velocidad y la aceleracién de esta cuando
golpea, mientras que para hallar la velocidad un instante antes de la colision se
requiere la velocidad con la que es lanzada.

La expresion para el radio de curvatura de la trayectoria descrita por la particula es:

_ |Vxal]

V3 Ec.6

1
p

“Para trayectorias rectilineas el radio de curvatura es infinito y para trayectorias
circulares es constante” (Martin, 1997, p. 120).

Para encontrar la velocidad con la que es lanzada la particula es necesario determinar
su direccidn, para lo que hay que maximizar la expresion de la trayectoria de
la particula Ecuacidn 4, la cual tiene un movimiento parabdlico que es una
superposicion entre el movimiento rectilineo a lo largo del eje X y el movimiento
uniformemente acelerado a lo largo del eje Y.

Para analizar el movimiento de la particula se ubican los ejes cartesianos en el punto
donde sale disparada la particula por lo que la componente inicial de posicion de
la particula en cada eje coordenado es nula.

X0:0

YOZO
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Reemplazando la condicién inicial de posicion Y, = 0, a lo largo del eje Y en la
posicion final de la particula a lo largo del eje Y, Ecuacion 4, se tiene:

Y0:0
Y=Y, + XTan® — £5 sec?
22

2

_ gX 2
Y= XTanb6 — —— Sec 0
2 V¢

La posicion final de la particula a lo largo del eje Y es:

Y=H

Al sustituir la posicion final de la particula a lo largo del eje Y, se halla:

gx*
H= XTanB—mSec 0

Para encontrar la velocidad inicial con la que es lanzada la particula, es necesario
determinar su direccion, para lo que es necesario derivar la posicion a lo largo del
eje Y respecto de quien hace maximo la velocidad que, en este caso, es la direccion
de la velocidad en el momento en el que es lanzada la particula.

dH d gxX*
E=%(XTane—2—VSSec e)
dH , g X?
— = X Sec 9——225ec9 *SecO Tan 0
doe 2 V¢

Haciendo nula la variacion de la posicion respecto a la posicion angular, la direccién
de la velocidad en el momento con la que es lanzada la particula es:

dH_O
do
2

X
X Sec? 0 _gv_z Sec?0 Tan® =0
¢
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Factorizando en la expresion, se tiene:

XSecZG(l—gV—)Z( Tan®) =0

C
g X
1—V—C2Tan9 =0
V2
Tan@ = —=—
g X

Al reemplazar la velocidad con la que es lanzada la particula y la posicion final a
lo largo del eje X, se encuentra:
2
m
(205)

9.80 S—“Q x+ 12m

Tan 6 =

Tan 6 = 3.40

0 =73.62°

La velocidad inicial con la que sale la particula a lo largo de los ejes coordenados
puede verse en la Figura 3.

Figura 3. Componentes de la velocidad inicial de la particula

Fuente: elaboracion propia.
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Al suplir la velocidad de la particula con la que es lanzada y su direccion, la
componente de la velocidad de la particula a lo largo del eje X en cualquier instante,
es:

VOX = VC Cos 0O

m
Vo, = 20 5 * C0s73.62°

Vo, =5 —
0 = 564 —
Ve, =5 —
o =564

5 m
VAX = 64?

La componente inicial de velocidad de la particula a lo largo del eje Y es:

Vo, = V:Sen®9

Y

m
Vo, =20 5 * Sen73.62°

Y

Para encontrar la velocidad de la particula un momento antes de la colisiéon con
la pared en el punto, se requiere conocer la componente final de velocidad de la
particula a lo largo de los ejes X y Y, y, para encontrar esta ultima componente se
utilizara la Ecuacién 5.

V=V -2g(Y-Yy)

Para encontrar la componente de la velocidad de la particula alo largo del eje Y es
necesario determinar la altura maxima lograda por la particula desde el inicio del
movimiento hasta el momento de la colision con la pared en el punto , utilizando
la Ecuacion 5. y reemplazando la magnitud y direccién con la que es lanzada la
particula, por lo que la altura méxima encontrada es:
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2

gX )
Y= XTan0 — —ZSec 0
2 V¢

9.80 S% «(12m)?

- (20 % )2 Sec? 73.62°

Y= 12m *Tan73.62° —

Y=4083m — 22.18 m
Y =18.65m

Al sustituir la componente inicial de velocidad de la particula a lo largo del eje Y,
la posicion inicial de la particula a lo largo del eje Y y la altura maxima alcanzada
por esta, en la Ecuacion 5, componente final de la velocidad a lo largo del eje Y un
instante antes de la colision con la pared en el punto, se encuentra:

Vi —1919m

Cy — ' S

Y =18.65m
Y0:0

Vi, =VE —2g(Y—-Y,)

2

m m
V2, = (19.19?) ~2 % 980  « (18.65m — 0)

2 _ m*
Vi, =272

La componente de la velocidad de la particula a lo largo del eje Y un momento
antes de la colisidn, es:

Las componentes de la velocidad de la particula un momento antes de la colision
pueden verse en la Figura 4.

11
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Figura 4. Componentes de la velocidad de la particula un momento antes de la colision

Fuente: elaboracion propia.

La velocidad de la particula un instante antes de la colisién con la pared en el
punto A es:

V,=5641+ 1.65 ] (—)

La rapidez de la particula un instante antes de la colision con la pared en el punto

Aes:
Vy = / Vi, + Vi

2 2

v, = \[ (5.64?) + (1652 )

S

m
Vp =588 —

La aceleracion de la particula un instante antes de la colision con la pared en el
punto A, puede verse en la Figura 5.
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Figura 5. Componentes de la aceleracion de la particula un momento antes de la colision

B
»

v
<

Fuente: elaboracion propia.

La aceleracion de la particula un instante antes de la colision con la pared en el
punto A, es:

i, =—9.80] (S%)

Reemplazando la velocidad y aceleracion de la particula en el momento de la
colision en la Ecuacion 6 para determinar el radio de curvatura de la trayectoria
descrita por la particula un instante antes de la colision con la pared en el punto
A, se tiene:

1 [Vyxa,|

PA Vi
1 [(5641+ 1.65))x (—9.807)|
P 5.883
1 5527 k|
pn  5.883
1 5527
py 5.883

pa = 3.68 m
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Otra manera de determinar el radio de curvatura de la trayectoria descrita por la
particula es con la expresion:

3
2

2y
|5

Q-

[1+(3§i)’2]

o

Ec. 7

Sustituyendo la magnitud y direccion de la velocidad de la particula en el momento
de la colisidn en la Ecuacion 4, se tiene:

_ gX? 2
Y= XTan0O — ——5 Sec 0
2 V;
9.80 03 + X2
Y = X Tan73.62° — S —— Sec?73.62°
2 (20T

Y= 340X — 0.15 X2

La expresion de la primera razén de la variable Y respecto a la variable X es:

v _d (340X — 0.15X?%)
dX  dX

v _ 340-0.30X
dX_ . .

Al suplir la posicion final a lo largo del eje X, se obtiene que el valor de la primera
razon de la variable Y respecto a la variable X es:

— = 3.40-0. 12
X 3.40 — 0.30 =

v _ 0.20
dx '

La expresion de la segunda razén de la variable Y respecto a la variable X es:
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d’y d
d*y
el 0.30

Sustituyendo la primera y segunda variacion de la variable Y respecto a la variable
X en la Ecuacion 7 expresion del radio de curvatura, se encuentra:

v _ 0.20
ax
& _ 0.30
axz
,.3
dy \* 1%
[”(ﬁ)]
ST
dxz
3
_[1+(-020)%]2
Pc = 1—0.30]

pc =3.54 m
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1.1.2. Problema caso 2

Una particula es lanzada por un plano inclinado con una rapidez V, desde una
altura y choca con la superficie horizontal en el punto C (véase Figura 6). Encuentre
la expresion del alcance logrado por la particula.

Figura 6. Esquema general

Fuente: elaboracion propia.

Para determinar el punto donde la particula hace contacto con el suelo, se
analiza el movimiento parabdlico entre los puntos B y C y se considera como una
superposicion entre un movimiento rectilineo a lo largo del eje X, en el que la
componente de la velocidad, a lo largo del eje X, es constante, y un movimiento
uniformemente acelerado a lo largo del eje Y.

Para la posicion de la particula a lo largo del eje X se utiliza la Ecuacién 1.
X = XO + VX t
Los ejes cartesianos se ubican en el punto de donde sale disparada la particula, por

lo que la componente inicial de posicién de la particula en cada eje coordenado
es nula.
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La posicion final de la particula a lo largo del eje Y es:
Y=—-H

Las componentes de la velocidad inicial de la particula en el punto B pueden verse
en la Figura 7.

Figura 7. Componentes de la velocidad inicial de la particula

“Y

By

Fuente: elaboracion propia.

La componente de la velocidad inicial de la particula en la direccion X es:

Vg, = Vg Cos 30°

X

V3
VBX =7 VB

Reemplazando la componente de la velocidad inicial de la particula en la direccién
X, en la Ecuacidén 1 posicion a lo largo del eje X, se tiene:

X=X0+th

V3

V3
R=7VBt
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Para encontrar la posicion a lo largo del eje X, donde colisiona la particula es
necesario determinar el tiempo que gasta desde que abandona el plano inclinado,
hasta que choca contra la superficie horizontal, para ello se analiza el movimiento
de la particula a lo largo del eje Y y se utiliza la Ecuacion 2 posicion a lo largo del
eje Y. Se tiene:

1 2
Y:YO+VOY t—Egt

La componente de la velocidad inicial de la particula en la direccion Y es:

Vo, = Vay
Vg, = — Vg Sen 30°
1
Vg, = — 2 Vg

Al sustituir la componente inicial y final de posicion de la particula a lo largo del
eje Y y la componente de la velocidad inicial de la particula en la direccion Y, en
la Ecuacion 2 posicion final a lo largo del eje Y, se tiene:

Y0:0

Y=—-—H

1
VOY__EVB

Esta es una ecuacion cuadratica. Reorganizando la expresion cuadratica, se tiene:

1 2 1
Egt +EVBt—H=0
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La ecuacion cuadratica es de la forma:

ax? +bx+c¢c=0

La solucion de la ecuacion cuadriética es:

-b + Vb2 —-4ac

to = 2 a

Los valores de las constantes a, b y ¢ son:

_1
a—zg
b=—VB
c=—H

Supliendo en la solucion de la ecuacidn cuadratica, se halla:

-b + Vvb%2—-4ac

t-2 = 2a
c_oGw) e J(3w) —ads e com
1-2 — 2*%g

—1VB + \/}Tvg +2gH

t . = 2
1-2 g
La primera raiz es:
—%VB + \[%Vg +2gH
tl =

g

19
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La segunda raiz es:

—%VB — J%vg +2gH
g

t2=

La segunda raiz para el tiempo obtenido es negativa, por lo cual esta raiz no cumple.

El tiempo que gasta la particula desde que abandona el plano inclinado y choca
contra la superficie horizontal es:

—%VB +\/11v]§ +2gH

g

El alcance logrado por la particula puede verse en la Figura 8.

Figura 8. Alcance logrado por la particula

Fuente: elaboracion propia.

Al reemplazar el tiempo que gasta la particula desde que abandona el plano
inclinado y choca contra la superficie horizontal en la ecuacion de la posicion, a
lo largo del eje X, el alcance alcanzado por la particula es:
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V3
RZTVBt

V3 /—%VB+\[1¢V§+2gH\
2 \ g

21






CAPITULO 2

CINETICA DE UNA
PARTICULA FUERZA Y
ACELERACION

“La cinética es el estudio de las relaciones entre las fuerzas desequilibradas y los
cambios resultantes en su movimiento” (Meriam, 1998, p. 119).

2.1. Ecuacion del movimiento coordenadas rectangulares

Los movimientos de los cuerpos pueden ser tratados como puntos materiales o
particulas, si se considera el movimiento de la linea descrita por el centro de masa
del cuerpo y las fuerzas que acttian en él, pueden considerarse como si concurrieran
en el centro de masa.

Cuando una particula de masa m con movimiento rectilineo, en relaciéon con un
marco de referencia X, Y, Z, es posible expresar las fuerzas que actuan sobre ella,
asi como su aceleracién en términos de sus componentes I, J, K (véase la Figura 9).
Al aplicar la ecuacién de movimiento, se obtiene:

YF=ma

E(in+Fyi+F2R) :m(axi+ayj\+azk)Ec 8
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Figura 9. Segunda ley en coordenadas rectangulares

v
>

Fuente: elaboracion propia.

Para que esta ecuacion se satisfaga, los componentes 1,7,K, del miembro izquierdo
deben ser iguales a las equivalentes que le corresponden en el lado derecho.

La Ecuacion 8 se expresa por las tres ecuaciones escalares:

ZFX:maX
ZFY:maY
ZFzzmaZ

Las componentes de la aceleracion iguales a la segunda derivada de las coordenadas
de la particula.

YFy =mX
YFy =mY

YF,=mZ
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Si la particula se mueve paralelamente al eje X, solo la ecuacién X F, = ma,_ es
requerida, o si se mueve en el plano XY, unicamente se emplean las dos primeras
ecuaciones para especificar el movimiento.

Cuando un problema implica dos o mds cuerpos, las ecuaciones de movimiento
deben escribirse para cada uno de ellos. Las aceleraciones deben medirse con
respecto a un sistema de referencia newtoniano.

2.1.1. Problema caso 3

Una corredera se desliza por una barra, partiendo desde el reposo, en el momento
en el que se le aplica una fuerza horizontal P (véase la Figura 10). Obtener una
expresion para la velocidad de la corredera cuando esta haya recorrido una distancia
S, siel coeficiente de friccidn cinético entre el material de la corredera y la barra es .

Figura 10. Trayectoria de la particula

Fuente: elaboracion propia.
Aplicando la segunda ley de Newton a la corredera (véase la Figura 11).

Figura 11. Segunda ley de Newton aplicada a la corredera

Y

Fuente: elaboracion propia.

25
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Al considerar la segunda ley de Newton a la corredera, a lo largo del eje tangencial,
se tiene:

+7 (Z F) externas e internas = (Z F) inerciales

Frn + P Cos30°—WSen30°=—ma
La fuerza normal que le ejerce la barra a la corredera es:

FRZIJN

Reemplazando la expresion de la fuerza normal que le ejerce la barra a la corredera
en la expresion de la segunda ley de Newton aplicada a lo largo del eje tangencial,
se logra:

Fr + P Cos30°—W Sen30°=—ma

UN+ P Cos30°—WSen30°=—ma

Aplicando la segunda ley de Newton a la corredera a lo largo del eje normal, se tiene:

+N (Z F) externas e internas = (Z F) inerciales

N —PSen30°—-WCos30°=0

La fuerza normal que le ejerce la barra a la corredera es:

N = P Sen 30° + W Cos 30°

Al suplir la fuerza normal que le ejerce la barra a la corredera en la expresion de
la segunda ley de Newton aplicada a la corredera a lo largo del eje tangencial, se
encuentra:

N + P Cos 30°— W Sen30°=—ma

i (PSen30°+ W Cos30°)+ P Cos30°—WSen30°=—ma

La aceleracion es la razén de cambio de la velocidad en el tiempo.

dv

A:E
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Si se reemplaza la aceleracion como la razén de cambio de la velocidad en el tiempo,
en la expresion de la segunda ley de Newton aplicada a la corredera a lo largo del
eje tangencial, se halla:

i (PSen30°+ W Cos30°) +PCos30°—WSen30°=—ma

dv

i (PSen30°+ W Cos30°)+PCos30°—WSen30°= — m = @

Multiplicando y dividiendo la expresion de la segunda ley de Newton, aplicada a
la corredera a lo largo del eje tangencial, por el diferencial dS, se tiene:

dv
i (PSen30°+ W Cos30°) +PCos30°—WSen30°= — m * T
dv dS
i (PSen30°+ W Cos30°) +PCos30°—WSen30°= — m * TP
Acomodando los diferenciales, se tiene:
dv dS
i (PSen30°+ W Cos30°) +PCos30°—WSen30°= — m = S * pr

La velocidad es la variacion de la posicion respecto al tiempo:

dS

V=—
dt

Al sustituir la velocidad de la corredera en la expresion de la segunda ley de Newton,
alo largo del eje tangencial, se tiene:

dv

i (PSen30°+ WCos30°)+PCos30°—WSen30°=—m V * FTS

Separando variables en cada miembro en la expresion de la segunda ley de Newton,
se encuentra:

dv
u(PSen30°+ W Cos30°)+PCos30°—WSen30°=—mV % S
[ (P Sen30°+ W Cos 30°) + P Cos 30° — W Sen 30° |

m

dS=-Vvdv
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Al integrar, se logra:

J-S [u(PSen30°+WCos30°)+PC0530°—WSen30°]ds J-V

Sp=0 m Vo=0

[u(PSen3O°+WC0530°)+PC0530°—WSen30°]S 1
m 2

2S[—u(PSen30°+ W Cos 30°) — P Cos 30°+ W Sen 30° |
m

V2 =

La expresion de la velocidad de la corredera es:

V—\/ 2S[—pn(PSen30°+ W Cos30°)— P Cos30°+ W Sen 30°]
m

2.1.2. Problema caso 4

El trailer se utiliza para elevar la masa suspendida (véase la Figura 12). Si el aire
ejerce resistencia a su movimiento, dada por la expresion F,=CV, determine el
tiempo requerido para que el trdiler se detenga, sila velocidad inicial del tréiler esV .

Figura 12. Esquema general

Fuente: elaboracion propia.
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Aplicando la segunda ley de Newton al trailer, véase la Figura 13.

Figura 13. Segunda ley de Newton aplicada al trailer

Fuente: elaboracion propia.

Al utilizar la segunda ley de Newton en el trailer, a lo largo del eje tangencial, se
tiene:

+ - (Z F) externas e internas = (Z F) inerciales

Fy, = —ma

CV=—ma
La expresion de la aceleracion del trailer es:

CV

a=-——

m

La aceleracidn es la variacion de la velocidad respecto al tiempo:

_dv
T

Separando variables, se tiene:
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Al sustituir la expresion de la aceleracion obtenida de aplicar la segunda ley de
Newton e integrando, teniendo en cuenta las condiciones cinematicas del trailer,
se encuentra:

dv
fdt: ?

0 Vo _CVv
m
m
t—20 Z_E(O —LHVO)
m
t = ?LHVO

2.2. Ecuacion del movimiento coordenadas tangenciales
y normales

Cuando una particula describe una trayectoria curvilinea, la velocidad y aceleracion
se pueden expresar en las direcciones tangencial y normal.

“La velocidad de la particula tiene la direccién y sentido del vector unitario e ”
(Riley, 1994, p. 38), y esta dada por la expresion:

\7=VeT Ec.9

La aceleracidn de la particula se obtiene diferenciando la Ecuacion 9.

. v2 .
a=-ey+Ver
P Ec. 10

El sentido de la aceleraciéon normal de la aceleracion, esta dirigido hacia el centro
de curvatura.

La magnitud de la aceleracion esta dada por:

a= /a%+ a%
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2.2.1. Problema caso 5

Una particula pasa por la posicion A con una velocidad de 5 1; dirigida hacia abajo
y se desliza por la trayectoria circular (véase la Figura 14).

Figura 14. Esquema general

Fuente: elaboracién propia.

La particula abandona la trayectoria circular en el punto B y recorre 20 ft a lo largo
de la trayectoria rectilinea (véase la Figura 15). El coeficiente de friccion entre la
particula y las superficies es 0.2. Hallar la velocidad de la particula cuando esta
pasa por el punto C.

Figura 15. Trayectoria de la particula

Fuente: elaboracion propia.
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Para determinar la velocidad de la particula en el punto C de la trayectoria rectilinea
es necesario determinar la velocidad de la particula cuando abandona la trayectoria
circular y después aplicar cinematica y cinética al tramo recto.

Aplicando la segunda ley de Newton a la Newton aplicada a la particula, en una
posicion cualquiera, en la trayectoria a describir (véase la Figura 16).

Figura 16. Segunda ley de Newton aplicada a la particula

Fuente: elaboracion propia.

Al utilizar la segunda ley de Newton, a la particula a lo largo del eje normal, se tiene:
+/7 (Z F) externas e internas = (Z F) inerciales

N- WSenfH = man

Usando la segunda ley de Newton en la particula, a lo largo del eje tangencial, se
logra:

+ '\(Z F) externas e internas — (Z F) inerciales

-Fo + WCos0 = mar
La fuerza de rozamiento entre la particula y la superficie es:
FR = MU N
Fr = 0.20N

Al suplir la fuerza de rozamiento entre la particula y la superficie en la expresion de
la segunda ley de Newton a la corredera a lo largo del eje tangencial, se encuentra:
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-Fg + WCos0 = mary
—uN +WCos0 = mayg

—0.20N +WCos8 = mar

En las ecuaciones de la la segunda ley de Newton aplicada a la particula a lo largo
del eje tangencial y normal existen cuatro incdgnitas: la fuerza normal, la direcciéon
y las aceleraciones normal y tangencial. En esas dos ecuaciones, para eliminar la
fuerza normal de la ecuacion de lala segunda ley de Newton a la particula, alo largo
del eje tangencial, se multiplica por 5 y se suma con la ecuacién de la la segunda
ley de Newton a la particula a lo largo del eje normal, encontrando:

—0.20N +WCosH6 = mary
N— WSen0 = may
—N +5WCos8 = 5mayg

N— WSen0 = may

La ecuacion encontrada es:

5WCos8 — WSen6 = S5map + may
5mgCos® — mg Sen® = S5mar + may

Dividiendo la expresion entre la masa de la particula, se tiene:

5mgCosO — mg Sen 6 Smar+ may

m m
5gCos® — g Sen® = S5ar +ay
g(5Cos® — Senb) =5ar +ay

El arco para un segmento circular es:

dS= Rd6
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Al despejar de la expresion del arco para un segmento circular la variacion de la
posicion angular respecto a la variacion lineal, se halla:

do 1
ds R

La aceleracion tangencial es la razén de cambio de la rapidez respecto al tiempo.
dv

ST

La magnitud de la aceleracién normal es:
VZ
R

Si se sustituye la aceleracion tangencial y normal en la ecuacion resultante, se logra:

g(5CosB — SenB) =5ar +ay

(5Cos 6 Sen6) =75 d + 2
—_— _ *_ —
g 0s en Tt R

Multiplicando y dividendo el primer término del miembro derecho de la expresion
por la variacién de la posicion angular y lineal, se tiene:

(5Cos® — SenB)=5 v, 4@ dS+VZ

0sO — SenB) =5 % — *x — * —+ —

& dt “de " ds’ R

Acomodando el primer término del miembro derecho para encontrar la velocidad
y la variacién de la posicién angular respecto a la variacion lineal, se halla:
ds de dv V2

g(5CosG—Sen6)=5>|<a *E*E-I_ -

La variacion de la posicion respecto al tiempo es la rapidez.

dS

V=—
dt
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La variacion de la posicion angular respecto a la variacion lineal en la trayectoria
circular, es:

d 1
ds R
Al reemplazar en la expresion cinematica, se encuentra:

dS do dv V?

g(5CosG—Sen9)=5*a*£*£+ -

(5C0os0 — Sen) =5V ! dV+V2
—_ — k — k —— —_—
g oS en R de R
(5Cos® — Sen8) =5 v dV+VZ
_ = k — k — N

g 0S en R a0 R

Se realiza un cambio de variable para expresar la ecuacion diferencial en una
ecuacion diferencial no homogénea:

U = V?
du=2VvdVv
dV_dU

2V

V=+U
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Al suplir el cambio de variable en la ecuacion diferencial encontrada, se halla:

(5Cos6 — Sen) =5« wx ¥
- =5 % — % — —_
SO0 T o R"a "R
vU dU 1 U
g(SCosG—SenG)_S*T*W*E_FE
vU du 1 U
g(5CosG—Sen9)=5*?*2 U*E-I_E
5 VU dUu U
5CosH — Senb) = = —
g (5 Cos end) Z*R U* i o
(5Cos6 — Sen) = « L, U U
— — — % — % —
glotosB = enB)=7 "R " "R

La ecuacioén diferencial encontrada es diferencial no homogénea de la forma

dy
x + P (X)Y =Q (X). Acomodandola, se encuentra:

(5Cos — Send) U 5 1 dU
—_ —_ — = — % — % —
g1 L08 en R 2 R a0

Al multiplicar la ecuacion diferencial por% R, se logra:

2 R (5 Cos 6 Sen @) U ] 2 R ( 5 1 du )
— — —_ - = — — % — ¥ —
T A en RIT5° 2" R " as
2 R (5Cos6—SenB) 2 R v du
— * —_ _ = ¥ — — —
5 T B LoROST T Sen 50 "R de
Ordenando la ecuacién diferencial, se halla:
du + 2 R v 2 R (5CosO —Senb)
_— —_ ¥ —_— = — f—
® 5 "R 58 0P oen

U 25 28R cos0—send)
5" "5 0T~ oen
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Si se compara la ecuacién diferencial encontrada con la ecuacién diferencial no

homogenea ~+P (X)Y =Q(X),selogra:

2

2gR
Q(X):T (5Cos6 —Senb)

La solucidén de la ecuacion diferencial no homogénea es:

Y = e P(X)dX [ fep(x)dx + Q(X)dX +C ]
Al sustituir P (X) y Q (X) en la solucion de la ecuacion diferencial, se logra:
U=e_f2§de [ fef%de * @ (5CosG—SenG)d9+C)]
Si se resuelven las integrales de los exponentes, se encuentra:

=e [f % *—(SCOSG Sene)d9+C)]

Haciendo la multiplicacién interna, se halla:

2 2 2gR 2
U=e 5° [ZngeS_eCose— %fe35en9+C]

2
La integral [ e5 ® Cos 0 d se resuelve por partes, donde:
U = Cos 6

dU = — Sen 6 dO6

29
dV =e57 dO

[av=[es°do
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Al sustituir las variables U, V 'y dU en la solucion de la integral por partes, se tiene:

2 5 2 5 2
feS_e Cos@dezz xe5" Cose+f§* e5° Sen 6

Donde:
U = Sen 0
dU = Cos 6 do6
29
dV =e57 do

[av=[es%eo

2
V=2 xe5°
2 ¢

La integral es de solucion ciclica.

2, 5 2, 515 24 5 2,
feS C059d9=§*e5 C059+§ 5*65 Sene—fz*eS Cos 6 d6

24 5 24 25 24 25 24
feS Cosedezz*eS C059+T*e5 SenG—TfeS Cos 06d6
2, 25 2,4 5 2, 25 2,
feS Cosed9+7fe5 Cosedezi*eS Cose+7*e5 Sen 6
29 24 5 24 25 24
T es Cosed9=§*e5 COS@+T*65 Sen 6

[ 5% Cos0d0 =22 « 5% Cos0 + 22 « ¢5° Send
= — X — X n
e (0N 29 e oS 29 e e

2
De igual manera, la integral [ e 5 ® Sen 0 d6 se resuelve por partes y su solucion es:

f %e SenB db = —10 %GS 0 — —25 %e Cos©
* *
e en 29 e en 29 e 0s
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2 2
Al reemplazar la solucién de las integrales [ €5 ® CosBdOy[es %Sen 0 d6, en
la solucién de la ecuacion diferencial, se logra:

f 2SGC 9d9=—1 geC 9+—25 2SGS 0
* *
e 0S e 0S > e en

25

f %GSIlede———lo %93119—— %
* *
e e 29 e e 29 e

% Cos®
2 2 2gR 2
U=e 5° [ZngeSGCOSB—%feS Sen9+C]

U ‘%9[2 R{lo 50 ¢ e+25 50 e}
= —_ — %
e g 9 e os 9 e en
2gR (10 24 25 2,

{—*eS Sene—ﬁ*eS CosB}+C]

Volviendo a la variable original, se tiene:

U=V?2
5 _24 10 2, 25 2,
Vé=e 5 [ZgR {E*eS C056+E*e5 Sene}

ZgR{lo 2 25
5

2
R L
29*e Sen 6 29*e CosO6 ¢ +C

Para encontrar la constante de integracion, se requiere una condicion inicial y en
este caso es donde empieza el movimiento de la particula donde 8=0y la particula

ft
pasa por la posicién con una rapidez de V4 = 5 o
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Al suplir la condicion inicial en la solucién de la ecuacion diferencial, se encuentra:
V2 ‘ée[z R {10 59 Cos 0 + 25 59 e}
= —_ % — %
e g 29 e oS 29 e en
2gR { 10 24 25

- th N — 5
c 29*e Sen 6 29*e CosG}+C]

(5ﬁ)2—'%”[2 R{w £°0 Cos0 422 6370 0}
=e g 296 0S 296 en

S
ZgR{lo 5*°s 0 25 5*°c 0}+C]
c 29e en 29e oS
25_[2 R{lO} ZgR{ 25}+C]
— 148" 129 5 29
20 10

Sg BR+55 gR+ C=25

C=25 50 R
9g

Si se sustituye la constante de integracion en la solucién de la ecuacion diferencial,
la expresion de la velocidad de la particula, se tiene:

V2=e_%e [ZgR {E * e%e Cos 8 + E * e%e Senﬂ}
29 29

28 {10 é Sen 0 25 5 C 6}+25 R]
c g * © en 59 * € 0s g

Se suple, en la expresion de la velocidad de la particula, la posiciéon angular para

T
el punto B donde 6 = 60° = — y el radio de la trayectoria circular R = 2 ft, para
encontrar la rapidez de la particula en el momento que abandona la trayectoria
circular.
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o

) 2. ft 10 2.« 25 2.m
Vg =e 53 | 2% 32.205—2*2ft{2—e5 3 Cos60°+ﬁe5 3 Sen60°}

2 * 32.ZOSf—E*th{

5

2, m 25 2,
e’s 3Sen60°—ﬁe5 3Cos60°}+25

N|r—\
o) N

30 32.20 ft th]
- % . — %
29 s2

,  _2m 10 2x 1 25 2=n
VB=e 15 [12880{E615 *§+5615 *086}
2m 1 25 2=

e 15 *5_5615 *0.86}+25—66.62]

l\)|b—\
Neol Re)

— 25.76 {

) 10 1 25
Vg = 0.89 [128.80 { 1.14 = > + ﬁ* 1.14 = 0.86}

— %
29
25.76 {10 114 2 22 114 086} 4162]
— 2576 {=—= * 1.14 * - —— * 1.14 * 0.86 { —41.
29 2 29
V2 =0.89[128.80 {0.20 + 0.85}—25.76 {0.20 — 0.85} —41.62]
V2 =0.89[135.24 — 16.74 —41.62 |

, ft2
Vi =6842

ft
Vg =827

La velocidad de la esfera al abandonar la trayectoria circular es de 8.27 m/s.

Para determinar la velocidad de la particula en la trayectoria rectilinea desde B
hasta C, cuando recorre 20 ft (véase la Figura 17) es necesario aplicar cinematica
y cinética.
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Figura 17. Distancia recorrida por la particula

@

Fuente: elaboracion propia.

Al usar la segunda ley de Newton a la Newton aplicada en la particula, en una
posicion cualquiera en la trayectoria a describir (véase la Figura 18), se tiene:

Figura 18. Segunda ley de Newton aplicada a la particula

Y Y

ma

Fuente: elaboracion propia.

Si se utiliza la segunda ley de Newton a la particula, a lo largo del eje tangencial,
se tiene:

- N (Z F) externas e internas = (Z F) inerciales

—Fr+WSenB =ma

Al aplicar la segunda ley de Newton a la particula, a lo largo del eje normal, se
encuentra:

+7'(Z F) externas e internas = (Z F)inerciales
N—WCos6=0

N =W~CnchA
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La fuerza de friccion entre la particula y la superficie es:

FR:HN

Al sustituir la fuerza normal en la expresion de la fuerza de friccion, se tiene:
F.=uW Cos 6

Al reemplazar la fuerza de friccion en la expresion de la segunda ley de Newton a
la particula, a lo largo del eje tangencial, se halla:

—Fr+WSen6=ma

—uwWCos0+WSenB =ma
W
W (— pn Cos 30° + Sen 30°) :E a

La aceleracion de la particula en el tramo AB es:

a=g (—pnCos30°+ Sen 30°)

ft NEE
a=3220 5 » (—0.20*7+§)

ft

a=10.52 S_Z

La velocidad de la particula en el punto C, es:
V¢ =V§ +2aX
2

, ft ft
Vg2 = (8.27§) +2 %1052 5 * 20 ft

ft
Vg = 2212 —
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2.3. Ecuacion del movimiento coordenadas esféricas

Cuando una particula se mueve sobre una trayectoria curvilinea conocida, es
posible conocer la posicién de una particula P mediante coordenadas polares r y
0, que son conocidas como las componentes radial y transversal de la particula.

Siendo P la particula, el vector posicion esta dirigido a lo largo de la linea OP en
la direccion al eje radial r” y la direccion angular 0 es medida en sentido contrario
a las manecillas del reloj (véase la Figura 19).

Figura 19. Ubicacion particula en coordenadas radial transversal

)

0 Eje polar

Fuente: elaboracion propia.

Considérese una particula P, con coordenadas polares r y 6, que se mueve en un
plano bajo la accion de varias fuerzas, al descomponer las fuerzas y la aceleracion
de la particula en las componentes radial y transversal, se tiene:

YXF. = ma,

LFg=mag

Al sustituir la componente radial a = r’-r 6 y transversal a,=r 6"+2 r'6'de la
aceleracion en la Ecuacion 11, se tiene.

YF.=m(f—r6?)

SFo=m(r6+2i0)

Ec. 12
La Ecuacion 12 “es una ecuacidon diferencial no lineal para todas las funciones
de fuerza, si las variables dependientes y sus derivadas estan elevadas a potencias

mayores que la unidad” (Shames, 2010, p. 536).
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2.3.1. Problema caso 6

La caja se desliza por una barra que gira a una velocidad angular constante . Si
la trayectoria de la caja estd definida porr =3 Sen® + 5y Z = 3 cos0, dondery Z
estan en m (véase la Figura 20). Determine las componentes r, 0 y Z de la fuerza
ejercida por la caja a la esfera de 2 kg cuando la barra halla girado 6=120° con una
velocidad angular de 6= 0.80 rad/s.

Figura 20. Esquema general

Fuente: elaboracion propia.

La posicion de la particula cuando 6=120°, es:

r=3Sen120°+5

r=7.60m

Para encontrar la expresion de la componente radial de la velocidad de la particula,
es necesario obtener la razén de cambio de la posicion angular respecto al tiempo.

r= 3Sen9+5
I _ 4 3seno+s)
dt  dt en
dr

3Cos0 « &2
—_— = * —
dt OSSP

45
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Pero la variacion de la posicion angular respecto al tiempo es la velocidad angular
de la barra.

i =36 Cos®
La componente radial de la velocidad de la particula es:

rad
r =3 x* 0.80 = * Cos120°

m
r=-— 120 —
S
La variacion de la componente radial de la velocidad de la particula respecto al
tiempo es:
=30 Cos®
dr d .
& = a (3 0 Cos 6)
df3déceésed6
— = — % — * * —
dt e % EERFT:
df3(éce'eseé)
—_— * —_ * n *
dt oS e
dr .. )
s =3(9 * Cos 8 — 02 * Sen® )

'1‘:3(@ x Cos 8 — 0% = Sen® )
Como la velocidad angular de la barra es constante, su aceleracién angular es nula.

.. rad \?
r=31]10 % Cos120°—{ 0.80 = * Sen 120°

.. m
r=-—1.60 )
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La componente radial de la aceleracion de la particula es:

a, =1 —r6?
2
m rad
%=—460?—76Mn*(wm7;)

m
a, = — 6.53 S_Z

La componente transversal de la aceleracion de la particula es:

ag =r0+216
ae=760m=ﬂ)+2>k(—1203;)(080??)

m
ag =~ 192 5

Para encontrar la expresion de la componente de la velocidad de la particula en la

direccion Z, es necesario obtener la razén de cambio de la posicién a lo largo del
eje Z respecto al tiempo.

Z =3cosH

dZ

d
It —&(SCOSG)

dzZ 3 ( Sen § de)
— = [ — * —
dt R
dZ ;
I = 3*(— Sen O * 9)

dz )

= —30Senb
dt

7=—30Senb
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Para encontrar la expresion de la aceleracion de la particula en la direccion Z, es
necesario obtener la razon de cambio de la velocidad a lo largo del eje Z respecto

al tiempo.

3—%=%(—398en9)

dz 3 dé Sen® + 0 * CosO do
—_— = = — % * * —
dt ac O R

dt >

dt
Z——3(é * Sen O + 02 « Cose)

dz ——B(Q*Sen9+ 62 *Cose)

La componente de la aceleracion de la particula en la direccién Z, es:

aZ:z

aZ=—3(é*Sen6+92*Cose)
rad \*
az =—3 10 x Sen120° + O.BOT * Cos120°

m
a; =096 —

Se aplica la segunda ley de Newton a la esfera (véase la Figura 21).
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Figura 21. Segunda ley de Newton aplicada a la esfera

F ma
z

z

Fuente: elaboracion propia.

La fuerza radial ejercida por la caja a la esfera es:

F. =ma,
m
Fo=2kg + (- 6.53 s_z)
F.=—13.10N

La fuerza transversal ejercida por la caja en la esfera es:

Fg = mag
Fo =2kg * (- 192 sﬂz)

Fo = —3.84N

La fuerza en el eje Z ejercida por la caja en la esfera es:

F;, —W=may
F, = 2kg » (192 g)+2kg « (9.81 SEZ)

F, = 21.50 N

49
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2.4, Movimiento relativo de particulas por medio de ejes
de traslacion

Existen situaciones en las que es conveniente utilizar, de manera simultanea,
varios sistemas de referencia “si uno de ellos estd unido a la tierra, se denominara
sistema de referencia fijo, y los otros sistemas de referencia en movimiento”
(Beer, 2010, p. 647).

2.4.1. Problema caso 7

Un bloque B descansa sobre el bloque C. El bloque B estd unido por una cuerda
que pasa por una polea de masa despreciable y sin friccion y une al bloque A (véase
la Figura 22). Las particulas parten del reposo y tienen masa m. El coeficiente de
rozamiento entre el bloque By Ces i, y entre el plano horizontal y el bloque Ces ..

Hallar la expresion para el desplazamiento del bloque C cuando el desplazamiento
relativo entre el bloque By Cesde S, .

Figura 22. Perspectiva del sistema

Fuente: elaboracion propia.

La trayectoria del movimiento de los bloques puede verse en la Figura 23.
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Figura 23. Trayectoria de los bloques

Fuente: elaboracion propia.

Para obtener la distancia recorrida por el bloque C, es necesario determinar las
aceleracion de los bloques y el tiempo gastado.

Aplicando la segunda ley de Newton al bloque A (véase la Figura 24).

Figura 24. Segunda ley de Newton aplicada al bloque A

Y

Fuente: elaboracién propia.
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Al utilizar la segunda ley de Newton al bloque A alo largo del eje tangencial, se tiene:

+T(Z F) externas e internas =(Z F) inerciales

T1 - WA = — 1M Aa
Si se usa la segunda ley de Newton al bloque B (véase la Figura 25), se tiene:
Figura 25. Segunda ley de Newton aplicada al bloque B

Y

Fuente: elaboracidn propia.

Utilizando la segunda ley de Newton al bloque B a lo largo del eje normal, se
encuentra:

+7 (E F) externas e internas I(Z F) inerciales
Nl - WB =0

N1 :Wn

Aplicando la segunda ley de Newton al bloque B a lo largo del eje tangencial, se
logra:

+ - (Z F) externas e internas = (Z F) inerciales
TZ - FR] = Impg ag

Como no hay friccion entre la cuerda y la polea, la tension en los bloques A y B
es la misma, por lo que T, = T, = T. Ademds, como el cable es inextensible y las
particulas A y B estan unidas por el mismo cable, las aceleraciones de las particulas
y son las mismas, por lo quea, =a, = a.
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Se suple en la expresion obtenida al aplicar la segunda ley de Newton al bloque A
a lo largo del eje tangencial, encontrando:

T_WA:—mAa

Al sustituir en la expresion obtenida al aplicar la segunda ley de Newton al bloque
B, alo largo del eje tangencial, se halla:

T, — Fp, = mp ag
T—FR1=mBa

Para eliminar la tension en el cable a la expresion obtenida al aplicar la segunda
ley de Newton al bloque B, a lo largo del eje tangencial, se le resta la expresion
obtenida al aplicar la segunda ley de Newton al bloque A alo largo del eje tangencial,
encontrando:

WA—FRlsza +mAa

La fuerza de friccion entre los bloques By C es:

Fro = 1 Ny

Al suplir la expresion obtenida al aplicar la segunda ley de Newton al bloque B, a
lo largo del eje normal, en la fuerza de friccion, se tiene:

N1 =WB

Fr, = g Wg
Fr, = wymg g

Fr, = uym g
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Sustituyendo la fuerza de friccion en la expresion obtenida de aplicar la segunda
ley de Newton, se logra:

WA—FR1=mBa +mAa
mg—pmg=ma+ma
mg—yuy mg=2ma

La aceleracion de las particulas A y B es:

_ mg(l—py)
2m

4 = g(1—p)
2
Al aplicar la segunda ley de Newton al bloque C (véase la Figura 26).
Figura 26. Segunda ley de Newton aplicada al bloque C
Y Y

-~ s

(@)
o
x
I}
(@)
=]
=~}
v &
v
x

Fuente: elaboracion propia.

Al usar la segunda ley de Newton en el bloque C, a lo largo del eje tangencial, se
encuentra:

+ —(Z F) externas e internas= (X F) inerciales

Fr, —Fgr, = m¢ag
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Sise aplica la segunda ley de Newton al bloque C, a lo largo del eje normal, se halla:

+T(Z F) externas e internas = (Z F) inerciales

—N1+N2_WC=O

La fuerza normal que le ejerce la superficie al bloque C es:
N2 = Nl + WC
Reemplazando la expresion obtenida al aplicar la segunda ley de Newton al bloque

B, a lo largo del eje normal, en la expresion obtenida al aplicar la segunda ley de
Newton al bloque C a lo largo del eje normal, se tiene:

N1 :WB
NZ = Nl +WC
N2 == WB +WC

N, =mgg+m¢g
N,=mg+mg
N,=2mg

Al sustituir la fuerza normal que le ejerce la superficie al bloque C, en la expresion
encontrada al aplicar la segunda ley de Newton al bloque C a lo largo del eje
tangencial, se logra:

Fr, = Fr, = m¢ac
Wy Ny —pp Ny = me ac
lpmg—H; * 2mg= mac
bpmg—2yu, mg= mac

mg(p —2y) = mag
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La aceleracion del bloque C es:

:mg(u1—2uz)
m

ac

ac=g(pu —2uy)

Al usar cinematica al bloque C, la distancia recorrida por el bloque C es:

1 2
SC: SOC+V0Ct+§act

Como las particulas parten del reposo V . = 0y, ubicando los ejes de referencia
en el inicio del movimiento para el bloque , la distancia inicial recorrida por esta
esnula$S =0.

1
Sce=0+0 *t+§act2

1
Sc = 5 ac t?
C Zac

Para obtener la distancia recorrida por el bloque C es necesario determinar el
tiempo, para lo que se utiliza la distancia relativa entre la particulaBy Ces S, .

La distancia relativa entre la particula By C es:

1
— 2
SB/C =(Sy )B/C +(V, )B/Ct-l- EaB/C t

Al ubicar los ejes de referencia en el inicio del movimiento para los bloques, la
distancia inicial recorrida por el bloque B respecto al bloque C, es:

(SO )B/C = SOB - SOC
(So )B/C =0

Como los bloques parten del reposo, la velocidad inicial del bloque B respecto al
bloque C, es:

(Vo )B/C = Vo, — Voo,

(Vo )B/C =0
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La aceleracion relativa del bloque B respecto al bloque C, es:

aB/C = ag —d¢

Si se reemplaza la aceleracion de los bloques B y C se encuentra:

g(1—py)
aB=—2

ac=g(m —2uy)
aB/C: dg —dc

g(1—p)
a - —-—— - 2
B/, > gl —2p)
Si se suple la distancia inicial recorrida por el bloque B respecto al bloque C, la
velocidad inicial del bloque B respecto al bloque C, la aceleracion relativa del bloque
B respecto al bloque C y la distancia relativa entre la particula B y C, se encuentra
el tiempo gastado.
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(SO)B/C: 0
(VO)B/C: 0
g(1—p)
a . = T 5 T gl —2pp)

1
— 2

1 1-
SB/C=O+0 *t+§[g(2—u1)—g(u1—2u2)]t2

1rg(1l—py)
Sg) . = E[#_ g(u1—2uz)]t2
2 = ¢
1 1—
7[—g( 5 ) _ g(u1—2uz)]
2 _ S
g(1—wy) gl —2y,)
4 2
2 = >
g(1—p)—2g(w —2py)
4
455/
t2 ¢

Tg(1-w)-2g(m—2p)

43}3/
t= ¢
g(l-—w)—2g(p —2py)
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Al cambiar la aceleracion del bloque C y el tiempo gastado, la distancia recorrida
por el bloque Ces:

ac=g(p —2py)

45]3/
t= ¢
g(1l—p)—2g(w—2py)

S—1 t2
C—ZaC

4SB/C

1
Sc=7*lg(m—2u)] ~ \/g(l—ul)—Zg(ul—Zuz)






CAPITULO 3

CINETICA DE UNA
PARTICULA: TRABAJO Y
ENERGIA

“El principio de trabajo y energia es el cambio de la energia cinética de la particula
y es igual al trabajo realizado por la particula” (Gray y Costanzo, 2010, p. 262).

3.1. Fuerzas conservativas
Para el principio de trabajo y energia se tiene la ecuacion:

U2=T =T ¢ 5

U, es el trabajo de una fuerza cualquiera.

“El principio de trabajo y energia permite determinar el cambio en la magnitud de
la velocidad de un objeto a medida que se mueve de una posicion a otra” (Bedford,
1996, p. 141).

El trabajo efectuado por las fuerzas en un sistema conservativo es:
U, = —AV=—(V, = V)
U, = AT= (T, = Ty)
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Al igualar estas dos ecuaciones, se encuentra la expresion de conservacion de la
energia.

- (V= V)=(T,— Ty)
Vi—-V,=T,-T

La expresion es valida solo para fuerzas conservativas. Ordenando los términos
de la ecuacion, se logra:

T, + V=T, + V.
1 1 2 2 Ec. 14

La energia potencial se puede presentar de dos clases: las gravitacionales y las
elasticas. La expresion para la energia potencial gravitacional es:

V, = h
g — M8 Ec. 15

Donde es la masa, g es la gravedad y h es la diferencia de altura.

La expresion para la energia potencial eldstica es:

1
V. = - kx?
¢ 2 Ec. 16

Donde es la constante del resorte y X es la deformacién del mismo.

3.1.1. Problema caso 8

Una particula de masa m se desliza por la trayectoria curvilinea y parte del reposo
en la posicion mostrada (véase la Figura 27). Determinar la fuerza normal que le
ejerce la superficie lisa a la particula en la posicidn mas baja de la trayectoria y la
altura H a la que llegara la particula en la superficie curvilinea en el momento de
detenerse.
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Figura 27. Trayectoria de la particula

Fuente: elaboracion propia.

Para determinar la fuerza que le ejerce la superficie a la particula en el punto mas
bajo de la trayectoria circular, se requiere aplicar la segunda ley de Newton a la
particula (véase Figura 28).

Figura 28. Segunda ley de Newton aplicada a la particula

ma, .

Fuente: elaboracion propia.
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Al aplicar la segunda ley de Newton a la particula en el punto mas bajo de la
trayectoria, se tiene:

+17 ( X F ) externas e internas = (Z F) inerciales

NB - W:maNB

La expresion de la fuerza normal que le ejerce la superficie a la particula en el punto
mas bajo de la trayectoria es:

NB =maNB+W
Ng = may, + mg
NB =m(aNB+g)

La expresion de la aceleracion normal de la particula en el punto B es:

Vi
o T g

Para encontrar la rapidez de la particula en el punto mas bajo de la trayectoria,
se utiliza el principio de conservacion de energia y para el radio de curvatura de
la trayectoria de la particula en el punto mas bajo de la trayectoria, se utiliza la

expresion:

La ecuacién de la trayectoria de la particula es:

3
Y = = X2
2
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La expresion primera variacion de la variable Y respecto a la variable X es:
v _ d ( 3¢ )
dX dX\ 2
dy

> 2X
_ = — X%
dX 2

dy

— = 3X
dX 3

En el punto B, en la trayectoria que describe la particula, las coordenadas cartesianas
son (0,0), por lo que la primera variacion de la variable Y respecto a la variable X es:

dy 20
_— = *
dx
dY_O
dx

La expresion de la segunda variacion de la variable Y respecto a la variable X es:

d’y d 2y
dXZ_dX( )

d*y
dx?
La segunda variacion de la variable Y respecto a la variable X es:

d?y

e =3
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Al sustituir la primera y segunda variacion de la variable Y, respecto a la variable
X en la expresion del radio de curvatura, se logra:

vy _
dx
dZY_
dx2z
3
Y
[1 ()]
. [
dx?

Para encontrar la rapidez de la particula en el punto mas bajo de la trayectoria se
utiliza el principio de conservacion de energia, ya que no existe friccion entre la
particula y la superficie.

Al usar el principio de conservacion de energia en la particula a la posicion A, en
el instante en que la particula parte del reposo y a la posicién cuando pasa por el
punto mas bajo de la trayectoria, se encuentra:

EA=EB
TA +VA :TB +VB

La energia cinética de la particula en la posicién A es nula, ya que en esta posicién
la particula parte desde el reposo.
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La energia cinética de la particula en la posiciéon B, cuando la particula pasa por el
punto mas bajo de la trayectoria es:

1 2
TB=§mVB

Para obtener la energia potencial gravitacional de la particula A en el punto se
requiere obtener la ordenada del punto A, para lo que se reemplaza la abscisa del
punto A en la ecuacién de la trayectoria de la particula.

3
Y= X?
2
Y:;*lz
yo 3
_zm

Para determinar la energia potencial de la particula en las posiciones y es necesario
ubicar el nivel de referencia. En este caso se ubica en el punto mas bajo de la
trayectoria (véase la Figura 29).

Figura 29. Ubicacion nivel de referencia

Fuente: elaboracion propia.
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La expresion de la energia potencial gravitacional de la particula en la posicion A es:

Vo =mghy

La expresion de la energia potencial gravitacional de la particula en la posicion B es:

Vg = mghg

Teniendo en cuenta que el nivel de referencia se ubicé en la parte mas baja de la
trayectoria, la distancia vertical desde el nivel de referencia a la posiciéon A y B son
respectivamente:

hB:O

La energia potencial gravitacional de la particula en la posicion A es:

Vy, =mghy
v 3
= *k —
A=mg 2
V—3
A—Emg

La energia potencial gravitacional de la particula en la posicion B es:

Vg = mghg
Ve =mgx0
VB:()

Al suplir en la ecuacidn de conservacion de energia la energia cinética y potencial
gravitacional de la particula en las posiciones, se halla:

TA +VA :TB +VB

3 1 )
O+§mg =§mVB +0
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Por lo que la velocidad de la particula en el punto mas bajo de la trayectoria es:

, 3 2
VB:Emg*B

VB=\/3_g

Si se sustituye la rapidez de la particula y el radio de curvatura de la trayectoria de
la particula en el punto mas bajo de la trayectoria en la expresion de la aceleracion
normal de la particula en el punto B es:

Vg
aNB:p_B

2
V38
aNB: 1
3

ay, = 3*3g
ay, = 9¢g

Se sustituye la aceleracion normal de la particula en el punto B, en la expresion de

la fuerza normal que le ejerce la superficie a la particula en el punto mas bajo de
la trayectoria, se obtiene:

Ng =m (ay, +8)
Ng=m(9g+g)
Ng=10mg

Ng = 10W

Para encontrar la altura a la que llegard la particula en la superficie curvilinea en
el momento de detenerse, se utiliza el principio de conservacion de energia, ya que
no existe friccion entre la particula y la superficie.
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Al aplicar el principio de conservacion de energia a la particula en la posicion B,
cuando la particula pasa por el punto mas bajo de la trayectoria y a la posicién
C, cuando la particula llega al reposo, se logra:

EB:EC
TB +VB =TC +VC

Si se sustituye la velocidad de la particula en el punto mas bajo de la trayectoria, en
la expresion de la energia cinética de la particula en la posicion B, se tiene:

1 2
TB:EmVB

VB:\/E
1 2
Ty = m(y3g)

La energia cinética de la particula en la posicion B,cuando la particula pasa por el
punto mas bajo de la trayectoria es:

T_3
B—Emg

La energia cinética de la particula en la posicién C es nula ya que, en esta posicion,
la particula llega al reposo.

Para determinar la energia potencial de la particula en las posiciones B y C es
necesario ubicar el nivel de referencia. En este caso se ubica en el punto mas bajo
de la trayectoria, por lo que la distancia vertical desde el nivel de referencia a la
posicion B y C son respectivamente:

HA=O

hB=H
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La expresion de la energia potencial gravitacional de la particula en la posicion B es:

Vg =mghg
Ve =mg=0
VB=0

La expresion de la energia potencial gravitacional de la particula en la posicion C es:

Ve = mghe

Ve=mgH
Al suplir en la ecuacion de conservacion de energia, la energia cinética y potencial
gravitacional de la particula en las posiciones, se encuentra:
TB + VB = TC + VC

3
Emg +0=0+mgH

H 3 1
= — *
ng mg

Por lo que la altura a la que llegara la particula en la superficie curvilinea cuando
llega al reposo es:

3.1.2. Problema caso 9

Una particula de masa estd atada a una cuerda de longitud L (vease la Figura 30). Si
la particula parte del reposo en 6=0°, Hallar el valor del angulo 0 para que la cuerda
se rompera, sila tension maxima no debe ser mayor de 3/2 del peso de la particula.
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Figura 30. Esquema general

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 31 se observa la trayectoria de la particula.

Figura 31. Trayectoria de la particula

Fuente: elaboracion propia.

Como no se considerara el efecto de la friccién del aire en contacto con la
particula, sobre la esta solo existen fuerzas conservativas. Aplicando el principio
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de conservacion de energia entre el inicio del movimiento de la particula, el punto
0 y un momento antes de que el cable se rompa, el punto 1.

E, = E
T0+V0 =T1+ V1

La energia cinética de la particula en la posicion 0 es nula, ya que parte del reposo.

1 2
T0=EmV1
T ! 02
= — *
0 2m

T0=0

La energia potencial gravitacional de la particula en la posicion 0 se determina
ubicando el nivel de referencia, el cual se hace pasar por este punto (véase
Figura 32), por lo que:

h; = —L Sen®

Figura 32. Ubicacion nivel de referencia

Fuente: elaboracién propia.



74 MECANICA PROBLEMAS RESUELTOS

La energia potencial gravitacional de la particula en la posicion 0 es

Vo =mgh,
Vo=mgx0
V0=O

La energia cinética de la particula en la posicién 1, un momento antes de que se
rompa el cable es:

1 2
T1=§mV1

La energia potencial gravitacional de la particula en la posicién 1, un momento
antes de que se rompa el cable, es:

Vi =mgh,
Vi, =-mgLSen®
Sustituyendo en la ecuacién de la conservacion de la energia, se tiene:

1
0 + Ozszf—mgLSene

La velocidad de la particula en el punto 1, un momento antes de que se rompa el
cable, es:

1 2
EmVI =mgLSen®

2mgLSen®
Vi = ————
VZ=2gL Sen®

Al usar la segunda ley de Newton en la particula, en una posicion cualquiera antes
de que se rompa la cuerda (véase la Figura 33).
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Figura 33. Segunda ley de Newton aplicada a la particula

Fuente: elaboracidn propia.

Al aplicar la segunda ley de Newton a la particula a lo largo del eje normal, se
obtiene:

+ 7 (2 F) externas e internas = (X F) inerciales

T—WSen0 =may

T—meSenO = m awn

La aceleracion normal de la particula en el punto 1, un momento antes de que se
rompa el cable, es:

_vi

aNl

Sustituyendo en la expresion de la aceleracion normal, pero para el punto 1 un
momento antes de que se rompa el cable es, se halla:

T—mgSen6 =may,

2

T—mgSenszT1
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Al cambiar la velocidad de la particula en el punto 1, se encuentra:

2gL Sen®
T—WSen=m « ——

Al reemplazar la tension maxima de 3/2 del peso de la particula, en la posicién en
la que la cuerda se rompera, la posicion angular para dicha posicion es:

T= 3W
2
T_3
= ng
3 2gL Senb

—mg —mgSenH =m *

2 L

Dividiendo la expresion en el peso de la particula, se encuentra:

3
5 —SenO = 2 Sen®©

3S 9—3
en—2

w

Sen 0 =

se—l
end =3

9 = 30°

3.2. Potencia y eficiencia

“Si se realiza un trabajo AW en un intervalo At, el trabajo medio efectuado por
unidad de tiempo o potencia media” (Zemansky, 2010, p. 199), se define como:
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du

P=—
dt

P=FV g1y
Donde V es la velocidad del punto de aplicacion de la fuerza E

3.2.1. Problema caso 10

El conjunto locomotora y vagones pesa 6.000 ton. La locomotora parte desde el
reposo y desarrolla una potencia de 8.000 hp y una resistencia a la rodadura de
20 % del peso del conjunto. Hallar la velocidad méaxima desarrollada y la expresion
del tiempo para que la locomotora adquiera una velocidad V.

La fuerza de rozamiento entre el conjunto locomotora y vagones y el riel es:

0
100*6000ton

F; = 1200 ton

Ff=

Si se utiliza la segunda ley de Newton al conjunto locomotora y vagones, en una
posicion cualquiera (véase la Figura 34).

Figura 34. Segunda ley de Newton aplicada al conjunto locomotora y vagones

ma

Fuente: elaboracion propia.

Al aplicar la segunda ley de Newton al conjunto locomotora vagones a lo largo del
eje tangencial, se tiene:

+ - (Z F)externas e internas = (2 F) inerciales
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Al sustituir la fuerza de rozamiento entre el conjunto locomotora y vagones y el
riel, se encuentra:

6000ton 20001Ib
F—1200ton = * * Q
g 1 ton

Si se expresa la aceleracion del conjunto locomotora y vagones como la variacion
de la rapidez respecto al tiempo:

dv

aza

6000ton 20001b dV

F—1200ton = —
on g " Tton | dt

La potencia de la locomotora y vagones es:

P =FV

Se despeja la fuerza de la locomotora y vagones, reemplazando la potencia que
desarrolla el sistema, se obtiene:

F_P
Y
55OLbS—ft "
F_4400.000
B v

Al cambiar la fuerza de la locomotora y vagones en la ecuacion de la segunda ley
de Newton, se halla:

6000ton 20001b dV
*

F— = —
1200 ton Tton * It

4 400.000 1.20 x 107 4V
— —1200=

O
\Y g dt
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Para encontrar la velocidad méxima se obtiene la variacion de la rapidez respecto

. . dav res
al tiempo y se iguala a cero i 0 para encontrar los puntos criticos.
t

4 400.000 1.20 x 107
— 1200 = ——

*

Vmax
4 400.000
— —1200=0
Vmax
v 4 400.000
max = 1200

ft
Viax = 3666.67 —

Para determinar la expresion del tiempo transcurrido en adquirir el conjunto la
velocidad V es necesario que de la ecuacion de la segunda ley de Newton se despeje
la variable tiempo, encontrando:

4400.000 1.20x 107 dv
—— —1200=

= % —
\% g dt
4400.000 — 1200V 1.20 x 107 dV
= *k —
\% g dt
1.20 x 107

dt Vdv

~ g (4400.000—1200V)

Al integrar, se tiene:

ftdt fV 1.20 x 107 vy
= *
t v, &(4400.000—1200V)
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Sustituyendo las condiciones iniciales y finales del conjunto en las integrales, se

logra:
ftdt f" 1.20 x 107 vy
= *
0 o g(4400.000—1200V)
! v 1.20 x 107
0 0 32.20 — * (4400.000 —1200V)
S
ftdt f" 1.20 x 107 vy
= *
0 o, (141680.000 — 38640 V)

t v Vv dv
J dt=[
0 o (0.085—310.56V)

Para resolver la integral se hace el siguiente cambio de variable:

U = 0.085—-310.56 V

dU = —310.56 dV
W - du
31056
dZ =vdv
[dz=[vav
VZ
7=—
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La solucidn de la integral es:

V? V?
t=(0.085—310.56V) = 7_f7*(— 310.56 dV)

V2  —310.56

t=(0.085~310.56 V) * —— —— [vzav

v: —-31056 V3

t=(0.085—310.56V) * S R — * 3

t =0.043 V%2 —155.28 V3 —51.76 V3

t =0.043 V% —207.04 V3
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CAPITULO 4

CINETICA DE UNA
PARTICULA: IMPULSO Y
MOMENTO

Es un método basico unico para la solucidén de problemas que involucra el
movimiento de particulas usado para resolver problemas que implican fuerza,
masa, velocidad y tiempo.

La segunda ley de Newton puede expresar una particula con masa m sobre la que
actiia una fuerza F de la siguiente manera:

Fdt = V
dt d(mV)EC. 8

Donde mV es la cantidad de movimiento lineal, al multiplicar ambos miembros
de la ecuacién por dt, se logra:

__i —
F—dt(mV)
Fdt=d(mV)

Si se integra desde un tiempo inicial t, y un tiempo final t,, se encuentra:

tz_ _ _
Fdt=mV,—mV
2 1

t

_ 2 -
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Alintegrar en la ecuacién anterior tenemos un vector conocido como impulso lineal
que “indica la accién impartida al cuerpo por las fuerzas externas” (Gill, 1989, p.
107). Al descomponer F en componentes rectangulares se escribe:

t2

Imp1_2 =f F dt

t1

_ to to ~ rto
Imp1_2 = 1_’;1 det + ] J;l Fydt + kftl det Ec. 20

La cantidad de movimiento y el impulso son cantidades vectoriales. Cuando varias
fuerzas actdan sobre una particula, debe considerarse el impulso de cada una de
las fuerzas.

4.1. Conservacion del momento lineal de un sistema de
particulas

Puesto que las particulas entre si forman fuerzas de accion, las reacciones iguales
y opuestas del intervalo de y son comunes para todas. Los impulsos de las fuerzas
de accidn y reaccion se cancelan y solo se tienen en cuenta los impulsos de las
fuerzas externas si su suma es cero, el segundo término de la ecuacion 19 se anula
quedando ast:

ImV; =ZmV,
Ec.21

4.1.1. Problema caso 11

Una corredera de se desliza por una barra con un coeficiente de friccién de,
partiendo del reposo antes de aplicarle una fuerza (véase la Figura 35, que varia
como se indica en la Figura 36). Determinar la distancia recorrida por la corredera
para cuando hayan transcurrido segundos y la velocidad maxima.

Figura 35. Trayectoria de la particula

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 36. Variacion de la fuerza en la corredera

Q)

A

» t(s)

N — — = =

Fuente: elaboracion propia.

Para encontrar la distancia recorrida por la corredera al transcurrir 2 segundos de
haber iniciado el movimiento, es necesario encontrar la velocidad en ese instante
y la aceleracion.

La velocidad de la corredera para ese instante se logra analizando el principio de
impulso y cantidad de movimiento lineal a la corredera (véase la Figura 37).

Figura 37. Principio de impulso y cantidad de movimiento a la corredera

mv, =+

QAt — mv

FAt

NAt

Fuente: elaboracion propia.
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Aplicando el principio impulso y cantidad de movimiento a la corredera, a lo largo

del eje Y, se tiene:
mV, +XFAt=mYV,
+T NAt-mgAt= 0
N At =mgAt

N=mg

m
N = 3kg>|<9.8OS—2

m
N = 29.40 kg *—
S

N = 29.40 Newton

La fuerza de friccion entre la corredera y la barra por donde desliza la corredera es:

Ff = U N
Ff = 0.25%29.40 Newton
F; = 7.35 Newton

Si se establece positivo hacia la derecha para realizar la sumatoria al principio del
impulso y cantidad de movimiento a la corredera a lo largo del eje X, se encuentra:

mV, + [ Qdt— [ Frdt=mV,

Como la corredera parte del reposo, se tiene:

V1=0
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La variacion de la fuerza Q que actta sobre la corredera tiene forma lineal dada
por la expresion:

Q=mt+b

Donde m es la pendiente de la fuerza Q y b es el punto de interseccion con el eje Y.
Para encontrar la pendiente de la linea recta es necesario tener dos pares ordenados,
que en este caso son los puntos de coordenadas P, (2,5)y P, (0,20)

La expresion de la pendiente de la linea recta esta dada por la expresion:

-1
"X X
La variacion de la fuerza Q es:
Q=mt+b
Y- Y
=(——)t+b
0=(g—x, )t
—(ZO_S)t +20
S \l0-2

Q=20—175t (N)

Al cambiar en la expresion del principio de impulso y cantidad de movimiento,
se halla:

mV; + [ Qdt— [ Frdt=mV,
t 15 t
m*0+f(20—7t)dt—f W Ndt=mV,
0 0

t 15 t
0+f (20—7t)dt—f Hmgdt=mYV,
0 0
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Si se integra, se encuentra:

15
20t — Tt — pmgt =mYV,

15 m
20t — th— 0.25 * 29.40 Newton * 9.80 ) *xt=mV,
15 ,
20t — Tt —7.35t=rnV2

15
12.65t — Tt = sz

La expresion de la velocidad de la corredera para un instante cualquiera es:

12.65t — %tz
V=

m

Al sustituir el instante dado en segundos y la masa en kilogramos para encontrar
las unidades de la velocidad de la corredera en m/s se logra:

12.65*25—%(25)2

V, =
2 3kg
m
V, =3.43 —
S
La aceleracion de la corredera es:
VZ = V1 +at
V.-V
a=
t
343 2 o2
9= s s
2s
m
a=1.72 -
S
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Al usar cinemdtica para encontrar la distancia recorrida por la corredera, se obtiene:

1
X1_2 = XO + V1t+§ at2

Si se ubican los ejes coordenados en el inicio de movimiento de la corredera (véase
la Figura 38), se logra:

Figura 38. Trayectoria de la corredera

X

1-2

Fuente: elaboracion propia.

X0=0
1 m
X1_2=O+O*Zs+z* 1'725_2* (2s)?

X1_2 = 6.88 m

Para encontrar la velocidad maxima se requiere encontrar la razén de cambio de
la velocidad respecto al tiempo y encontrar los puntos criticos.

La expresion de la velocidad de la corredera es:

12.65t — 15
V=
m
1265t—£
V=
3 kg

V = 422t-1.25¢
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Al derivar la expresion, se encuentra:

v_ d(422t 1.25t%)
dt  dt- '
dv
— =422- 2%1.25¢t
dt

Haciendo la razén de cambio de la velocidad respecto al tiempo nula, se tiene el
tiempo en el que la velocidad de la corredera es maxima.

v_
dt

0=422- 2%125¢t

C 4.22
T 2 %125

t = 1.69s

Si se sustituye el tiempo encontrado, la velocidad maxima que alcanza la corredera

€s:
Viaxy = 4.22t- 1.25¢
Viax = 4.22 *1.69s- 1.25 * (1.69 s )?
m
Vox = 3.55 —
S
4.2, Impacto

Una colisiéon o impacto entre dos cuerpos se define como una interaccion fuerte
entre dos cuerpos, ya sea por contacto directo o por la naturaleza de su proximidad
que dura un tiempo relativamente corto, las colisiones o impactos entre particulas
conducen a una pérdida de energia cinética.

En una colisién ineldstica los cuerpos pueden rebotar después del impacto y
separarse o permanecer unidos. Si permanecen unidos y se mueven como un solo
cuerpo, la colision se llama completamente inelastica o completamente plastica.
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El principio de cantidad de movimiento lineal a dos particulas que colisionan entre
si, esta dado por la expresion:

Ll =L2
mAVA + mg \_,B = my VA + mg \_/]13 Ec. 22

“Las fuerzas internas que existen en la colision entre las particulas debidas a las
interacciones entre sus particulas no producen ningin cambio en la cantidad de
movimiento total” (Alonso y Finn, 1970, p. 243).

4.2.1. Problema caso 12

La esfera A de masa m, y rapidez V colisiona con la esfera B de masa m, que se
encuentra en reposo (véase la Figura 39). Determinar el porcentaje de energia
cinética de la colision si el coeficiente de restitucion es e. No hay friccién entre las
esferas y la superficie.

Figura 39. Esquema general

Fuente: elaboracion propia.

Aplicando el principio de conservacion de la cantidad de movimiento a las esferas
un momento antes y después de la colision (véase las figuras 40 y 41).

Si se asume que el eje positivo para el sentido de las velocidades de las esferas es
hacia la derecha, las velocidades de las esferas A y B antes de la colision son:

VA=V0i

Fuente: elaboracién propia.
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Se asume un sentido para las velocidades de las esferas después de la colision hacia
la derecha, por lo que las velocidades de las esferas A y B después de la colision son:

~

VA=VA1

il ’

Vg

[l

Figura 41. Cantidad de movimiento de las esferas después de la colision

Fuente: elaboracidn propia.

Aplicando el principio de cantidad de movimiento lineal a las esferas, se tiene:
El = Ez
myVy, + mg Vs = my V, + my Vg

Al establecer positivo hacia la derecha para realizar la sumatoria de cantidades de
movimiento lineal a las esferas, se tiene:

+ - mAVO + 0= mAVA‘f‘ mBVl;
mAVO = mpy VII\ + mg V]lg

La expresion para el coeficiente de restitucion es:

—
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Las velocidades de las esferas A y B antes de la colision son:

VA=V0’1\

VB:()

Al sustituir las velocidades de las esferas antes de la colision, en la expresion del
coeficiente de restitucion, se encuentra:

[V — Vg]
Vo

e =—

[Va—Vg]=—exV
Vy =Vg —exV,

Al suplir la velocidad de la esfera A después de la colision en funcién de la velocidad
de la esfera B después de la colision, en la ecuacion del principio de cantidad de
movimiento lineal a las esferas, para determinar la velocidad de la particula B
después de la colision.

Vy=Vg—exV,
myVy = my VA + mg V]’3
my Vo= my(Vg —exVy) + mg Vg
mAV]'3 + mBVéz my Vo + exmy V)
Vg (my + mp) = myVy + exmy V,

, myVy(1+e
v —mat(1+e)

mA+mB
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La velocidad de la particula A después de la colision es:

Vy =Vg —exV,

V, _mAV0(1+e)
B mA+mB

—e*VO

V, _mAVO(1+e)—e*V0*(mA + mB)
W =

mA+mB

V/ mAV0+e*mAV0—e*mAVO—e*mBVO
A:

mA+mB

’ mAVO_e*mBVO
A:

mA+mB

., Vo(my —exm
v, = o (my B)

mpy + mg
El porcentaje de energia cinética de la colision es:

T,—T

AT=( )*100

1

La energia cinética de las esferas antes de la colision es:

1 2 1 2

Tl = E mAVA + E mBVB
1 2
Ty =5 myVy

La energia cinética de las esferas después de la colision es:

1 I 2 1 I 2
T, =3 my(Vy) +§ mg (Vg )
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Al reemplazar las velocidades de las esferas después de la colision, se logra:

mAVO—e*mBVO

V, =
A mA+mB
’ mAV0+ e*mAVO
VB=
mA+mB
1 mAVO—e*mBVO 2 1 mAV0+ e*mAVO 2
T2=_mA*( )+—mB*( )
2 mA+mB 2 mA+mB

1 [mivg—Ze*mAmBV§+e2*m§V02] 1
A*

T, = - -
2=5m (M +mp )2 T3 M

[mf\VOZ+2e*mf\V02+e2*mf\Voz]
*
(my + mg)?

T mj; V¢ e*mimg V&  e?*mymi VP m3 mg V¢
2= 2" 2 2 2
2(mpy+mg)* (my+mg)° 2(my+mpg)® 2(my+mg)
exmimg V& e?xmi mg V¢
2 2
(my +mp)?  2(my +mp)
T m3 V¢ e? * my m3 V¢ m3 mg V¢ e? * m4 mg V¢
2

T2(my +mp)?  2(my +mg )2 2(ms +mg )2 2(my +mg)?

_ m, Vg
2 (my + mg )?

T, * [my (my +mg) +e?*xmg (my + mg) ]

~ my Vg *(my +mg)

T, = * [my +e2*m
2 Z(mA+mB)2 [ A B]

mp Vo2

T, =—=2 9
2 2(my +mg)

x+(my +e?+*mg)
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Al cambiar la energia cinética de las esferas antes y después de la colision, para
determinar el porcentaje de perdida de energia cinética en la colision es:

1 2
T1=§mAV0
mAVO2 2
=20
2 Z(mA+mB)*(mA+e *mB)
T,-T
AT_( T )*100
2 2
my Vg *(mA+e2*mB)—mA2V°
AT = | 2(ma + mp) 100
mAVOZ
2
m3 V¢ e+ mpmy V§ my V§
AT = 2(my+mg) 2(my +mg) 2 £ 100
mAVo2
2
AT:[ zzm,%\vo2 zezszmAvO2 —ZmAvoz]*mo
ZmAVO(rnA+rnB) ZmAVO(mA+mB) ZmAVO
my e? * mp
AT:[ + —1]*100
(my+mg) (my+mg)
my + e *xm
AT=( A 5 —1)* 100
mA+mB



EPILOGO

En el texto se utilizaron los conceptos vinculados a la cinematica traslacional
de los cuerpos. Se estudiod la descripcion de los movimientos de traslacion de
cuerpos, identificando el objeto de estudio de acuerdo al problema a estudiar; se
selecciond un marco de referencia, es decir la ubicacidon desde ddnde se va a referir
el movimiento, y a este se le asoci6 con un sistema de coordenadas para poder
medir la posicion modelizados como particulas. Luego se realiz6 la modelizaciéon
como particula en el que se refiri6 la posicion del cuerpo.

Ademds, se analizaron las causas de los movimientos o qué es necesario para
producir los cambios en los movimientos y como estan vinculadas a como se
relaciona el cuerpo de estudio con los elementos del entorno.

La Dinamica de la particula es una parte de la mecanica Newtoniana y el uso de la
tisica implicé una forma cientifica, guiada por la légica, la razén y la contrastacion
con el mundo de comprender el comportamiento de fenémenos de la naturaleza
en las que se utilizaron herramientas matematicas relacionadas con el calculo
infinitesimal y el dlgebra de vectores.






GLOSARIO

Aceleracion: variacion del vector velocidad por unidad de tiempo.

Cantidad de movimiento: producto de la masa de la particula y su velocidad en
un instante dado.

Cinematica: rama de la fisica que se encarga de estudiar la forma del movimiento
de los cuerpos.

Cinética: rama de la fisica que se encarga de analizar la causa y efecto de los
movimientos de los cuerpos.

Colision: encuentro violento entre cuerpos durante el cual los cuerpos ejercen,
entre si, fuerzas relativamente grandes.

Desplazamiento: vector que une el punto de inicio del movimiento con el de
llegada del cuerpo.

Energia: capacidad que poseen los cuerpos para realizar trabajo.

Energia potencial gravitacional: energia que poseen los cuerpos debido a la
posicion que ocupan en el espacio.

Energia cinética: energia que poseen las particulas en virtud de su movimiento.
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Friccion: resistencia al desplazamiento de un cuerpo que se halla en contacto con
otro.

Fuerza: causa capaz de modificar el estado de reposo o de movimiento de un
cuerpo o de deformarlo.

Fuerzas internas: son fuerzas aplicadas, debidas a las interacciones con otras
particulas del mismo sistema.

Fuerzas externas: son fuerzas aplicadas, debidas a particulas o agentes que no
pertenecen al cuerpo.

Impulso: cantidad vectorial que mide el efecto de una fuerza durante el tiempo
que ésta actua.

Masa: cantidad de materia contenida en un cuerpo.
Peso: fuerza con que la tierra atrae a un cuerpo.

Radio de curvatura: distancia que va desde su centro a cualquier punto de dicha
trayectoria.

Reaccion: accion que se opone a otra, obrando en sentido contrario a ella.
Reposo: inmovilidad de un cuerpo respecto de un sistema de referencia.
Rozamiento: resistencia de un cuerpo a rodar o deslizarse sobre otro.

Tiempo: magnitud fisica con la que se mide la duracion de acontecimientos sujetos
a cambio, de los sistemas sujetos a observacion.

Trayectoria: lugar geométrico de las sucesivas posiciones que un cuerpo va
ocupando en el espacio.
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