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Prologo

Un conjuntoimportante deideas en matematicas se derivadel entendimiento
de fendmenos fisicos, en particular, las ecuaciones diferenciales pueden ser
entendidas como el lenguaje adecuado para formular dichas ideas. A la inversa,
la investigacion en matematicas favorece el desarrollo de nuevos avances en
la ciencia. Sobre los afos, matematicos y cientificos extienden sus métodos
para incluir todas las areas de la ciencia y la tecnologia, y emerge el paradigma
del modelamiento matematico. Un modelo matematico es una ecuacioén, o un
conjunto de ecuaciones, cuyas soluciones describen el comportamiento fisico de
un sistema. En este contexto, por ejemplo, las ecuaciones de Maxwell forman un
modelo para los fendmenos eléctricos y magnéticos. En el anterior caso, como
en muchos otros, las ecuaciones diferenciales obedecen a observaciones fisicas.
En general, un modelamiento matematico incluye la observacién, seleccion de
las variables fisicas, formulacion de las ecuaciones y finalmente, validacion del
modelo para realizar predicciones. Las ecuaciones diferenciales parciales se
utilizan para modelar la gran mayoria de problemas fisicos relacionados con
la ingenieria, estos problemas son frecuentes en areas tales como dinamica,
elasticidad, transferencia de calor, electromagnetismo, entre otros, los fendmenos
mas estudiados son aquellos relacionados con comportamientos oscilatorios, de
difusion y aquellos estables o independientes del tiempo.

Este texto pretende abordar las ecuaciones diferenciales parciales mas
relevantes de la fisica matematica: la ecuaciéon de onda y la ecuacion del
calor; mediante la teoria suministrada por las Series de Fourier, haciendo uso
del método de las variables separables y de la teoria de Sturm Liouville. Cabe
resaltar que existen otros enfoques adecuados para resolver estas ecuaciones

11
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diferenciales parciales, pero nos hemos inclinado por este camino para que el
estudiante de ingenieria aprecie la importancia y el sentido de las matematicas
estudiadas a nivel de pregrado.

Esperamos que el lector aprenda y disfrute esta manera clasica de
resolver los problemas ya mencionados, a la vez que relaciona temas de diversas
asignaturas de matematicas y resuelve los ejercicios planteados en el texto.



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES D E LA FISICA MATEMATICA

CAPITULO 1

1. Preliminares

El objetivo de este texto es resolver las Ecuaciones diferenciales parciales
(EDP) mas conocidas en el ambito de la fisica-matematica. En el desarrollo de
tales ecuaciones diferenciales parciales aparecen algunos conceptos basicos
de algebra lineal, de calculo integral y de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO), que tal vez el lector no tenga presente.

En esta seccién se enuncian algunos resultados (sin demostracion) con
sus respectivos ejemplos, que seran necesarios en los préximos capitulos, de
manera que la lectura posterior sea mas agradable y sencilla de realizar. Merece
la pena resaltar que ademas de los temas de las asignaturas mencionadas, la
secciéon 1.5 de este capitulo estd dedicada a la teoria de Sturm-Liouville, alli
aparecen temas de gran importancia en la resolucién de las EDP consideradas
mas adelante.

1.1 ALGEBRA LINEAL.

En esta seccidon se mencionan algunos resultados sobre los espacios

vectoriales reales, cuyos ejemplos mas representativos son R* y E? Tenga en
cuenta que a los elementos de un espacio vectorial en ocasiones se les llama
vectores, se asume que el lector esta familiarizado con los espacios vectoriales
reales mas usuales, sus operaciones: suma de vectores y producto por escalar;
también con el concepto de subespacio vectorial y sus las cerraduras para la
suma y el producto por escalar.

13
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1.1 Definicion.
Sea V un espacio vectorial real, y sean v;.1.....1, elementos de V. Si
€1.€2. ... € SON €scalares (nUmeros reales), entonces una combinacion lineal

de vy. 15, ... 13, €S una expresion de la forma ey vy + ca1; + o+ o 13,

1.2 Ejemplo.
Considere el espacio vectorial R? y los dos vectores u =(2.1.3) y

v = (4 3.1). Una combinacion lineal de estos dos vectores puede ser
Su—2v =5(2,1,3) —2(4,3,1) = (2,-1,13).

Observe que el conjunto de todas las posibles combinaciones lineales
de u y v forma el plano que pasa por el origen y tiene vector normal « x v, la
ecuacion de este planoes 4x — Sy —z =10,

Recuerde que los subespacios propios de E? son rectas que pasan por
el origen y planos que pasan por el origen, este ejemplo es una ilustracién del
siguiente.

1.3 Teorema.
El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores

¥y, 2. .00 13 forma un subespacio vectorial de V.
A continuacion, se enuncian otras definiciones importantes en la teoria de
las ecuaciones diferenciales ordinarias.

1.4 Definicion.
Sea Vun espacio vectorialreal, y v;. 1. ... 1%, elementosde V. Los vectores

¥y, Vs, .00 1 SON linealmente dependientes si existen escalares ¢y.cs. ... ¢, tales
que por lo menos uno de ellos es distinto de cero y ademas satisfacen la ecuacién
v + eats + o+ ep1y, = 0

Si los Unicos numeros reales que hacen posible la ecuacién anterior
son todos ellos iguales a cero (c; =0 para todo i = 1.2,.. .11 ) se dice que los
vectores son linealmente independientes.
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1.5 Ejemplo.
Sea V el espacio vectorial R

a) Losvectores u = (2,1,3)yr = (4.3, 1) sonlinealmente independientes,
puesto que los Unicos numeros reales que hacen posible la ecuacion

cu+tcv=c(21,3) +c,(43.1)=00. 0. ) sonc, =0y ¢,=0.

b) Los vectores u =(2,1,3)} y v=(—6—3,-0)
son linealmente dependientes, ya que la expresion
cyu+ v =6,(2,1,3) +6,(—6,—3,—9) = (0. 0. 0} se satisface haciendo ¢, = 3

yc: =1,

1.6 Definicion.
Si cualquier elemento de un espacio vectorial V se puede expresar como

una combinacion lineal de los vectores vy, 'z, ... 1%, y Si también v, v, ... ¥, son

linealmente independientes, entonces el conjunto {v;. 1. ... 1%} forma una base
de V. La dimensi6n de V es igual a n.

1.7 Ejemplo.

Sea V el espacio vectorial B*. Una base de V esta constituida por los
vectores unitarios & = {{1, 0,0}, (0,1,0),(0,0,1)}. La dimensién es 3.

Sea W = {(x,v.z):4x — 5y — z = 0} un plano que pasa por el origen. Una
base para W esta dada por B = {(2,1.3), (4,3,1)}. La dimensién de W es 2.

1.8 Definicion.
Sean V y W dos espacios vectoriales reales. Una transformacion

lineal de V en W es una funcion T:¥V =W  que satisface la condicion:
Tle, v, +cav2) = 0, Tl )+ e T T ey vy + €010 = ¢, Tl ) + 0. T ), para
cualquier par de numeros reales t, y ¢z, y para cualquier par de vectores v, y v,
del espacio vectorial V.

15
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1.9 Ejemplo.
Sean V = R?*y W = R* Una transformacion lineal de V en W esta dada

por T(x,y.z} = (2x — 3z, 4y + z).
A una transformacion lineal de un espacio vectorial V en si mismo se le
denomina un operador lineal.

1.2 CALCULO.

Al resolver una EDP por los métodos mencionados mas adelante,
debemos resolver ciertas integrales definidas, que generalmente llevan funciones
trigonométricas en el integrando. Varias de estas integrales se resuelven por el
método de sustitucion, o por el método de integracioén por partes. Una integral
definida se puede simplificar si se conocen ciertas caracteristicas de la funcién
a integrar, como por ejemplo si es periddica, par o impar. Esta seccion esta
dedicada a cubrir estos aspectos.

1.10 Definicién.
Una funcion f{x) definida en los reales es periddica si existe un nimero
p=0talque flx+p)=Ff(x) paratodo x en R. El nimero positivo mas

pequeio ¢ con esta caracteristica es llamado el periodo de f{x.

1.11 Ejemplo.
Si f(x) es una funcién periédica con periodo p, entonces flx + np} = f(x)

para todo entero n. Veamos primero que fi{x + 2p) = f(x).
Como se sabe que el periodo es igual a p entonces

flx +2p) = flx + p + p} = f(x + p) debido a la periodicidad. Por la definicion
flx +p) = f(x), y de esta manera fix + 2p) = f(x). Por un proceso inductivo
se tiene flx +np) = f(x).

1.12 Ejemplo.
La funcion sen(x) esta definida en todo E y tiene periodo 2Zm, puesto que
satisface la ecuacion sen(x + 27) = sen(x). Lo mismo se puede afirmar de la

funcién cos(x). su dominio es todo R y posee periodo 27.
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nRX

Veamos que las funciones sen (E) y cos (—) tienen periodo 2L,

MIH:LI) = sen (Fbj + En'.lrjl = zen (E:I Un

L

siendo n un entero positivo: sen(

'

. gz . nEx .
desarrollo idéntico muestra que cos (—) posee periodo 2L,

1.13 Definicion.

a) Una funcién fix) definida en los reales es impar si se cumple la
ecuaciéon f(—x) = —f(x) paratodo x en K.

b) Una funcién f(x) definida en los reales es par si fl—x) = f(x), con

xenE.

1.14 Ejemplo.
a) Las siguientes funciones son impares:f; (x) = x?, f (x) = senx.

b) Dos funciones pares son: f(x} = x% f(x) = cosx.

Los siguientes resultados son evidentes a partir del aspecto geométrico de 17
las funciones simétricas.
1.15 Teorema Sea f{x} una funcion definida en E. con periodo g, integrable.

Entonces para cualquier par de nimeros a y b se tiene [, flx)dx = J’::; flxddx

1.16 Ejemplo. Una integral sencilla nos dice que J’D'T"': senydx =1

. . . 5w 2
Al aplicar el teorema anterior se puede concluir que J’:: senxdx = L.

1.17 Teorema Sea f(x} una funcion integrable en el intervalo [—a. a].

a) Si f{x) es una funcién impar entonces J’“ Flcddx =0
-a

a a

If{x]dx = sz{x]dx

-a o

b) Si f{x} es una funcién par entonces
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1.18 Ejemplo. a) _|F_-'_,4_1 arctan x dx =0
b) JF:_,: cosxdx = 2 Jf'lz cosxdx =2senx| 'T[';: =2

Ahora se enuncian algunos resultados sencillos e importantes sobre las
integrales definidas. Comenzamos con el método de integracion por sustitucion.

1.19 Teorema. Sea g(x} una funcion derivable tal que g'(x) es continua en el

intervalo cerrado [e.&#] y  f{x) una funcién continua en el rango de

u = g(x), entonces f:f{g{x] )g'(x)dx = fgs:lf,lf'iu]du-

1.20 Ejemplo. Realizar la integral J’; e**dx por el método de sustitucion.

Seau = 4x, entonces du = 4dx portanto:-tn’u = dx, Los nuevos limites de
integracion son ul0) = 0, u(1) =4, de manera tal que el método de integracion
g -1

. L . 1 1 r4
por sustitucion implica [; e*dx = ;fn etdu = ¥

Ahora veremos el método de integracion por partes para integrales
indefinidas.

1.21 Teorema. Sean fi{x}y g{x) funciones continuas con derivadas continuas,

entonces [ flxlg (xldx = flx)glx) — [ flx)gx)dx.

1.22 Ejemplo. Resolver la integral [ xe** dx.

En la resolucion de este ejercicio nos apoyamos en el resultado

del ejemplo anterior. Tomemos flx)=x y  g'lx) =&*  por tanto,

dr o L 4w Lo oax . 4x _ L ar 1 ax
fxe n’x—4xe 4fe dx, y asi fxe dx L = ° +r.
1.3 Ecuaciones diferenciales ordinarias.
Ahora mencionaremos dos tipos importantes de ecuaciones diferenciales
de primer orden: aquellas de variables separables y las lineales. También
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incluimos las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de segundo orden
con coeficientes constantes.

_fi=x

1.23 Definiciéon. Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de la forma :—i o
es llamada separable, o de variables separables. Para resolver esta EDO

realizamos transposicion de términos, para obtener [gvydy = [ f(x) dx.

E,"-J.'

1.24 Ejemplo. Resolver la EDO 5 = =

Se separan variables para llegar a [y*dy = [ e* dx, al integrar cada término

. .1 . ;e r3 gir
se obtiene la solucion implicita J’T =5 tc

1.25 Definiciéon. Una ecuacion diferencial ordinaria lineal de primer orden es
aquella de la forma

: (1.1
2t p@y =gk

siendo plx) y g(x) funciones continuas.

Para resolver estas ecuaciones se determina una funcion auxiliar llamada

factor integrante, |a cual viene dada por u = g’ PI¥1éx,

Tal funciéon nos permite obtener todas las soluciones de esta ecuacién

diferencial, las cuales son  y = g~/ P@dx [ Jfp@dx e} gy 4 gpIPm1dx

1.26 Ejemplo. Resolver la EDO lineal :—i - J:_r:"' = xig™,

. 7L .
—_der -

Hallamos el factor integrante: u = =g ~2% = x=2 Ahora multiplicamos

la EDO por esta funcion y se obtiene:
4x

x5y — 2x 7y = xe

o de manera equivalente ﬁ{x':jr] = xe*. Se sigue que x %y = [ xe*¥dx.

19
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ax P_"-.'l.

——+c. A partir de

4 1&

)

La integracién por partes conduce a x~-y =
esto se obtiene la solucion de la ecuacion lineal
rig®  ytg™

S TR

1.27  Definiciéon. Una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo
orden con coeficientes constantes es de la forma

ay"() +by'() +eyC) =0 (12
donde a. &y ¢ son numeros reales.

Con una ecuacion de este estilo viene asociada una ecuacion algebraica
de segundo orden llamada ecuacién auxiliar:
ar® +br+c =0, (1.3)

Para resolver la ecuacién diferencial hay que tener en cuenta tres casos
que se desprenden de la naturaleza de las soluciones de la ecuacion auxiliar:
dos raices reales distintas, una raiz real repetida o raices complejas conjugadas.
Antes de exponer los tres casos posibles presentamos un importante teorema.

El siguiente resultado se conoce como el principio de superposicion.
Aunque se puede formular para una ecuacién diferencial lineal homogénea de

orden n, lo presentamos solamente para orden dos.

1.28 Teorema. Si se pueden determinar dos soluciones linealmente
independientes v, (x) y y.(x) de (1.2) entonces la combinacién lineal

y=ay, (x) + by.(x) a.b € Ra.b € K, también es una solucién de (1.2} y se
llama la solucién general.

Primer caso: raices reales distintas. Si las soluciones de la ecuacion
auxiliar (1.3} son los reales distintos n y 1, las dos funciones ¥, =e"* vy
¥ =e"* son soluciones linealmente independientes de (1.2). El principio de

superposicion implica que el conjunto {v;.¥-} forma una base de las soluciones
de esta ecuacion diferencial, y por tanto su solucion se puede expresar como
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J_, — C.Lgﬁl' + c:gr:xl

1.29 Ejemplo. Resolver la ecuacion de segundo orden y" — 7y" + 12y =0,

La ecuacion auxiliares: r*—7r + 12 =0. Sus solucionessonn, =3y =4,

por tanto, la solucién viene dada por ¥ = ;¥ +c,e®,
Laecuacionauxiliar de laecuaciondiferencial ¥ — m*y = 0 esr® —m* = 0

, Sus raices son 1, = —m yr =m, Porlo mencionado su solucién viene dada

por y=c,e"™ +c.e™ debido a que ¥, = e ™ y v, =e™ son soluciones

linealmente independientes. Es una tarea sencilla verificar que ¥; = cosh{mx)y

¥y = senh(mx) también forman un par de soluciones linealmente independientes
de la misma ecuacién diferencial, por tanto, en este caso también se puede

expresar la solucién mediante la expresion ¥ = ¢;cosh{mx) + c;senh(mx]}.

1.30 Ejemplo. Resolver la ecuacion de segundo orden y" — 16y =10. La
ecuacion auxiliar es: r®—4*=0. Sus soluciones son n, =—4y rn =4
, por consiguiente, la solucién se puede escribir como ¥ = c,e”* + c,e* o

alternativamente ¥ = ¢;cosh{4x) + c;senh(4x).

Segundo caso: una raiz real repetida. Se presenta cuando la ecuacion auxiliar

{1.3) solamente tiene una raiz real r, en este caso una solucion de (1.2} es e™.

Un procedimiento técnico denominado la reduccién de orden permite encontrar
una segunda solucion linealmente independiente con respecto a la anterior, a

saber, xe™.
Por el principio de superposicion la solucidon en este caso es

y=rce* +coxe™,

1.31 Ejemplo. Resolver la ecuacion diferencial  y" + 4y' +4y =10,
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La Unica solucion real de la ecuacion auxiliar: = +4r +4 =0, es = —2.
La base de esta ecuacion diferencial es {s~**, xe~**1.

La solucién se expresa mediante ¥ = c,e™~" + coxe™ .

Tercer caso: raices complejas conjugadas. Sucede cuando las raices de la

ecuacion auxiliar (2) sonn, = a+ fi y n» =a —fi,

Con el objetivo de expresar la solucidon de la ecuacion unicamente con
parametros reales, hacemos uso de la férmula de Euler: e?' = cos @ + isen a8,

para llegar a la solucion v = ¢, 8™ cos fx + c,e™ sen fx.

1.32 Ejemplo. Resolver la ecuacion lineal homogénea y" —2y' 4+ 10y =0,

La ecuacién auxiliar es r* — 2r + 10 = 0. Sus soluciones son ;. =1 +3i.

Esto corresponde al tercer caso con @« =1 y f = 3. Por lo anterior la

solucion de la ecuacion diferencial es ¥ = ¢,e” cos 3x + ¢,e” sen 3x.

1.4 Conjuntos ortogonales y sus propiedades.

Con el objetivo de generalizar el producto interno entre vectores de B,
concepto que conduce naturalmente al de ortogonalidad, se realiza la siguiente
definicion.

1.33 Definicion. Sea w{x) una funcién positiva definida en [a. b]. El producto

interno de dos funciones fix) y g(x), con peso wix). en el intervalo [a. k], viene
dado por la integral

(f.q) = [ £60) gl w(x)dx.

La magnitud de f se define como el nimero no negativo: ||f'|| = J{f.f)} Sino

se indica nada sobre la funcién peso, se asumira igual a 1 {wix)} = 1)
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Al desarrollar el producto interno {(f.g) mediante una suma de Riemann
apreciamos una semejanza con el producto interno de dos vectores en E", que

viene dado por (u,12) = u, v, + U1 + -+ + Uy vy

1.34 Ejemplo. a) El producto interno de las funciones x y cosx en el intervalo
[0.7] es fo cosx dx = —2. Esta integral se realiza por partes.

b) El producto interno de las dos funciones cus% y sen% (m y =n enteros)
en el intervalo [-L.L] es igual a Jﬂf;,tﬂs%senr:ﬂdx = 0. Para resolver esta
integral se utiliza la identidad 2senacosbh = senla + b) +sen(a — &), o de

. . s MEX nEx .
manera alternativa, se observa que la funcién cos——sen — es impar en [-L. L].

1.35 Teorema. El producto interno de dos funciones (con peso wi{x}) conserva

las propiedades del producto interno sobre vectores de E", algunas de ellas
son:

a) f(ef.g)=(f.cg)=clf.g)

b) (A+f.g) =09 +(fg

) (.9 =01

d) 1(f.g1=1lf111lgll
(desigualdad de Cauchy-Schwarz)

e
Y lif + gl < 1] + gl
(desigualdad de Minkowsky).

1.36 Definicion. Dos funciones fix) y g(x) son ortogonales en el intervalo

[@. ] si su producto interno (con peso wix}} es igual a cero.

1.37 Ejemplo. a) Las funciones x y cosx no son ortogonales en el intervalo
[0.7], puesto que [ x cosx dx = —2 (véase el ejemplo 1.34 a).

b) Las dos funciones cos—— y sen— (m y n enteros) son ortogonales en el
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intervalo [—L. L] (véase el ejemplo 1.34 b).

Un conjunto de funciones forma un conjunto ortogonal si lo son dos a dos, es
decir, si dos funciones cualesquiera (distintas) son ortogonales.

Las identidades trigonométricas:

- Ll—-coE(2a) 5 L+cos(2a)
sen" o =————, cosT@g =————,
“sen(a+b)+senia—b) “cos{a+b)+cosia—k
sengcosh =————— | cos@cosh = ———
cosia —b) —cos(a + b)
senasenh =

2

. . . . REX X

implican que el conjunto formado por las funciones cos——, sen— paramyn
enteros positivos, es ortogonal. Tales identidades junto al método de integracién
por sustitucion permiten obtener los valores de las siguientes integrales:

J‘ MExX X d {EI, sim#n
cos cos—dx = .
L L L, sim=mn
mLx nwx 0, sim=#n
sen sen—adx = { )
L L L, sim=n
L MRX ARX
f_Lcns —sen—dx = [ paratodam, n.

Tales formulas indican que la magnitud de cualquiera de las funciones cas——

L

nwx . I
o sen— esiguala VL.

Estos resultados junto a las integrales J’_‘*L,:,:,Sf“:idx =0 J:,setlm',jﬂ’r =0y

f;, (i): dx =

ra e

nos permiten enunciar el siguiente.

. 1 MEX nrx "
1.38 Teorema. Las funciones -. cos——, sen—— para my n enteros positivos,

forman un conjunto ortogonal de funciones (con peso wix) =1) en el intervalo

v
[L

[-L. L], La magnitud (o norma) de la funcién constante es Jz

mientras que la

magnitud de las funciones trigonométricas es VL.
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1.5 Teoria de Sturm-Liouville.

Los resultados expuestos a continuacién seran muy Uutiles cuando
consideremos el método de separacion de variables en la resolucion de las EDP
mas usuales de la fisica matematica.

Para efectos de notacion consideramos / como un intervalo arbitrario y T
(Gamma) un espacio de funciones definidas sobre el intervalo /.

1.39 Definicion. Un operador diferencial lineal L que actua sobre I' es simétrico

si para dos funciones arbitrarias fi y £ enelespaciol, se satisface la ecuacion

[IAG LA — £ @A) ]dx = 0 1.9

1.40 Ejemplo a) El operador identidad sobre el espacio I de funciones integrables
es simétrico, Si I = [a.b]y ademéas (Lf)(x) = f(x), la ecuacién (4} se convierte
en [ IAG)fAG) — £(x) f, ()]dx = 0.

b) Sea I el espacio de las funciones con segunda derivada continua en el intervalo
cerrado [a. ] y que se anulan en los extremos del intervalo, es decir, fla) =0
y flb) = 0. El operador diferencial lineal que halla la segunda derivada de una
funcion de T, (Lf}(x} = f"(x) es simétrico. Esta afirmacion se puede verificar al

hacer uso de la integracién por partes, la ecuacion (4) se convierte en:

[ 110470 - £W A" @Ndx = 4GV G) - £ @@
P rWEWdr -GG + £@F @ + [0 AW EWdx = 0.

1.41 Definicion. Sea L un operador diferencial lineal que actia sobre un espacio

I de funciones definidas en {a.&}. Un problema de eigenvalores esta compuesto
por una ecuacion de la forma

LA +awlxifx) =0, 0< x<Bb, (1.5)(1.5)

siendo 4 un parametro y wix) una funcién positiva en {a. b). Los valores de 4

para los cuales (1.5) tiene soluciones no nulas en I se denominan eigenvalores (o
valores propios), mientras que las respectivas soluciones no nulas son llamadas
eigenfunciones (o funciones propias).
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1.42 Teorema. Si el operador L del problema de eigenvalores (1.3} es simétrico

entonces todos los eigenvalores 4 son reales y se pueden organizar como una
sucesion creciente A, < A, =14, <+ tal que lim 4, = .
=

Ademas, las eigenfunciones asociadas a distintos eigenvalores son

ortogonales con funcién peso wix) en (a.b).

1.43 Definicion. Un problema regular de eigenvalores de Sturm-Liouville en el

intervalo [a. b] est4d compuesto de la ecuacion diferencial ordinaria de segundo
orden

[p(x) ()] 4 ql) fla) + Awlx) fx) =0, a<x<b (1.6)
y de las condiciones de frontera

c,fla) + cof (a) =0 (1.7)

ki f(b) + ko f'(b) =0 (1.8)

siendo pix).g(x) y wix) funciones de valor real tales que p(x} es una funcién
positiva y continuamente diferenciable en la. B]; g(x) continua en [a. b] y wix)

una funcién continua y positiva en [a.b]. Ademas, ¢, y €2 son nimeros reales
tales que por lo menos uno de ellos es distinto de cero, idéntica condicidn para

ko y k.

1.44 Ejemplo. El problema regular de Sturm-Liouville (S-L) en el intervalo [0. L]
, dado por
) +aflx) =0, 0=<x<L flO)=0 flL)=0,

se obtiene haciendo plx) =1, glx} =0 y wix) =1 enla ecuacion (1.6),

e, =1yc,=0enlaecuacidon (1.7),y k; =1y k, = 0en la ecuacion (1.8).

1.45 Ejemplo. Considerando de nuevo el intervalo [0.L], eligiendo . g y w
como en el ejemplo 1.44, haciendo ¢, = 0y ¢ = 1 en la ecuacién (1.7}, k, =0

y k- = 1 en la ecuacion (1.8), se obtiene el problema regular de Sturm-Liouville
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i) +4f(x) =0, 0<x<L f(0)=0 f{L)I=0

1.46 Ejemplo. Sean . g y w como en el ejemplo 1.44, haciendo ¢, =0y
cx =1 en la ecuacion (1.7}, k, =1 y k. =0 en la ecuacion (1.8), se obtiene
el problemaregular S-L f"{x) + Aflx) =0, 0=x<L f0)=0 fL)=0

1.47 Ejemplo. Sean p. g yw como en el ejemplo 1.44,sean ¢, = lye; =0 en
la ecuacion (1.7), k, =m yk, = lenlaecuacion (1.8), esto conduce al problema
regular S-L f"(x) +if(x) =0, 0=<x <L f0) =0, mfll)+f(L)=0

1.48 Teorema. El operador diferencial lineal [Lfl(x) = [pf']'(x) + [gf](x) que
aparece en la ecuacion (1.6} de la definiciéon 1.43 del problema regular S-L, es
simétrico en I el espacio de funciones dos veces diferenciables que satisfacen

las condiciones de frontera { 1.7} y { 1.8}. Por consiguiente, satisface la conclusion
del teorema 1.42.

El teorema 1.48 nos indica que los eigenvalores de los problemas S-L de
los ejemplos 1.44, 1.45, 1.46 y 1.47 son reales y se pueden acomodar en una
sucesion creciente que tiende a infinito. También asegura que las respectivas
eigenfunciones son ortogonales.

Ahora nos enfocaremos en calcular tales eigenvalores y eigenfunciones.
En los siguientes ejemplos le asignaremos un valor especifico al extremo derecho
del intervalo considerado, con el objetivo de aprovechar esta informaciéon mas
adelante.

1.49 Ejemplo. Hallar los eigenvalores y las eigenfunciones del problema regular

de Sturm-Liouville del ejemplo 1.44 en el intervalo [(. 7], esto es,

) +aflx) =0, 0=x=<m fO)=0 fl@=0.

Para determinar los eigenvalores consideramos tres casos: 4 == 0. A =10

y 4=10
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Primer caso: 4 < 0. Sea 4 =—p*, con u=0. La ecuacién auxiliar de la
ecuacion f'(x)} + Af(x) =0 & f'{x) —p*flx) =0 es r* —p* =0=r=+u
r* —u® = 0 =r = +u. Por consiguiente, la solucién de esta EDO viene dada por

la expresion  fix) = cycosh{ux) + cosenh(ux).

La primera condicién de frontera (CF): fi{0} =10 implica
cycosh(0) =0=¢, =0, la segunda CF: fm) =0 conlleva a
c.senhlun) =0=¢c, =0,

Se ha visto que bajo la condicion 4 < 0 no hay eigenvalores.
Segundo caso: 4 =0. La EDO f"(x) + if(x) =0 & f"(x) =0 tiene ecuacién

auxiliar »* =0 =+ = 0. La solucién es fix) = ¢;x + c..

La primer CF: fi0} =0 conduce a ¢ =0. La segunda CF: f(r) =10

equivale a e, =0=¢; =0. Tampoco tenemos eigenvalores en el segundo
caso.

Tercer caso: 4 = 0. Sea 4 =y, con u = 0. La ecuacion auxiliar de la ecuacion

Frld +4flx) =0 f"(x) + °flx) = 0esahora r* +u* =0 =r = tui.

La solucion de la EDO considerada es f(x} = ¢;cos(ux) + cosen{ux).
La primera CF: (0} = 0 conduce a c,cosl0} =0 =¢, = 0.
La segunda CF: fi(m) =0 &= c.senl{um) = 0. Para obtener soluciones no

triviales, la expresion sinusoidal se debe anular, esto es, sen{ur} = sen(nz) = 0

, NI . . n "
asi pu=—=mn emos visto que los eigenvalores son A, =y~ =n"
, — H t I | p!
, 'y las respectivas eigenfunciones, salvo multiplos constantes, son

folx) =sen(nx), n =1,2,3,-~. Esto concuerda con el teorema 1.42, que nos
asegura que los eigenvalores son reales, se pueden organizar en una sucesion
creciente que tiende a infinito y que las eigenfunciones asociadas a distintos
eigenvalores son ortogonales en el intervalo considerado.
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1.50 Ejemplo. El problema regular de Sturm-Liouville del ejemplo 1.45 en el
intervalo [0.2] es: f"(x) +iflx) =0, 0=<x<2 f(0) =0 f12) =0 Los

eigenvalores vienen dados por 4, =0 y A,="—, n=1,2,3,

Sus respectivas eigenfunciones son las funciones cosenoidales f{x) =1 y

£ (x) = cos (E:I n=1,23.-. En la seccién de ejercicios se pide al lector
demostrar este hecho. Es adecuado razonar como en el ejemplo 1.49.
Observe la implicacién del teorema 1.42 en relacion con este ejercicio.

1.51 Ejemplo. Consideremos el problema regular S-L del ejemplo 1.46 en [0. 1],
es decir, f"(x) + Af(x) =0, 0=<x<1 f(0) =0 f1)=0

(Zn-1%m°

Los eigenvalores del problema vienen dados por A,=———. n=1,2,3,

[(Zn-L1)Rx

Las correspondientes eigenfunciones son f, (x} = -:Ds( ) n=123,-

Tambien se le pide al lector deducir estos resultados razonando como en
el ejemplo 1.49 y observar la conclusién del teorema 1.42.

1.52 Ejemplo. Consideremos el problema regular S-L del ejemplo 1.47 conm = 2

en[0.n]: f'x)+Af) =0, O<x<m fF0)=0 2fw)+ (=) =0

Seguimos el razonamiento del ejemplo 1.49 para considerar tres casos.
Primer caso: 4 = —u* < 0, con & = 0. Ahora f" (x) + Af(x) =0 equivale a
f'ix) —pflx) =0 comoantes v~ —py* =0=r= tu.

De estamanera fi{x) = c,cosh{ux) + c.senh(ux}. La primera CF: f(0) =0
lleva a la expresion cycosh(0) =0 =¢, = 0.

A partir de la segunda CF: 2flml+f'(m)=0 se sigue
cz[2senh(pm) + pcosh(um)] =0=¢, =0 debido a que la expresion

2senh(um) + pcosh{um) es positiva. No hay eigenvalores en este caso.
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Segundo caso: 4 =0. Tenemos f"(x) + iflx) =04 f'(x) =0 su ecuacién
auxiliar es ¥= =0 = r = 0. La solucién es flx) = ¢;x + ¢..
La primer CF: f(07 = 0 conduce a ¢» = 0. La segunda CF: 2f{m) + f'(m) = 0

implica c;[2r +1] = 0 = ¢; = 0. Tampoco hay eigenvalores en el segundo caso.

Tercer caso: A=u* =0, con wu=0. La ecuacion f"(x}+iflx) =0=

') +iflx) =04 | portanto, r* +u" =0=r= +pi.

La solucion es f(x} = cycos{ux) + c.sen(ux). La primer CF: f{0) = 0 conlleva
a c,cos(0) = 0 =¢, = 0. La segunda CF: 2f () + f'(r) = 0 implica la expresion
c;[2senlum) + pcoslum)] = 0, se pueden obtener soluciones no triviales al hacer

i© W
coalpm) = _; = tﬂﬂ(uﬁ] = _;

2sen(um) + wcoslun) = 0 = 2sen(un) = —pcos(ur) = e

. .z -4 ,
Al hacer um = z se obtiene la ecuacion tan(z) = ——, las raices de esta
ecuacion las llamamos  zj.2..23.°, Z,.». Tales valores son positivos puesto

que se asume u = 0y esto implica z = 0.

. s _ Eh .
Los eigenvalores son Apy=wup==.,n=12,3-, con las respectivas

eigenfunciones dadas por f, (x)} = sen{ux) = sen (%) n=123".

Las primeras cinco raices de la ecuacion

tan(z) = —= con cuatro cifras decimales son
z, = 2.7315, z, = 5.5589, z, = 5.4010, z, = 11.4058, z, = 14.5440

F4 . . . .
Como u == entonces las primeras cinco eigenfunciones son

filx) =s5en(0.86947x), fi(x) = senl1.76945x), £ (x) = sen(2.70278x),

£ilx) = 5en(3.65923x), £ilx) = senl4.62979x).
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Es un buen ejercicio verificar la conclusion del teorema 1.42 con este ejercicio.

1.6 Ejercicios.
1. Sean u =({3,—1.4}) yv=(—2,61} dos vectores en E®. Demostrar que el
conjunto de todos los vectores en R* que son perpendiculares tanto a u como

a v forma un subespacio de R*. Encuentre la base de este subespacio vectorial.

2. En cada caso diga si los vectores son linealmente dependientes o linealmente

independientes en B*. Cuando sean dependientes exprese el vector cero como
una combinacion lineal no nula de los vectores dados.

a) (1, 3.5), (4.2,3).(6.1.2) b) (—4.12),(1.-3)
c) (4.-1.2), (6.2, -31.(2.—4.7) d) (6.-7).(1.3)

(4,-1.2), (6.2,-3).(2.-4.7)

3. Retomando el ejercicio anterior, diga qué conjunto de vectores forma una base

de B* o de R®.
4. Sea V el espacio vectorial de todas las funciones reales de variable
real. Determine si las siguientes funciones son linealmente dependientes o
independientes.

a) L = ==, b) 1L cos x, sin®x.

5. Considere dos elementos u y 1 de un espacio vectorial. Demuestre que u
y ¥ son linealmente dependientes si y solo si ellos son proporcionales, es decir,
existe un numero real ¢ tal que v = rcu.

6. Sea I' el espacio de todas las funciones derivables e integrables, definidas en
los reales. En cada caso diga si la transformacion es lineal.

a) Ty(f) = f(x +1). ¢) lf) = f(x) + 1

b) T-(f) = f'(x). d) T,(F) = [ Flx)dx

7. Una base para las soluciones de la ecuacion diferencial ¥" + y' —y = 0 esta

X

dada por las funciones &~ =*.e*. Exprese la solucién de la ecuacién diferencial

junto a las condiciones iniciales ¥(0)} = 3, ¥'(0} = 2. mediante una combinacién
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lineal adecuada de los elementos de la base (principio de superposicion).
8. Sea f(x} una funcién con dominio . Compruebe que f{x) se puede expresar

Flal+fi—-x)

como la suma de dos funciones f{x} = glx) + h{x}, donde glx) =

hx) = B2IE8  mmbign demuestre que g(x) es una funcion par yque hix)
es una funcion impar.
9. Demuestre los siguientes resultados sobre suma de funciones simétricas.
a) La suma (o resta) de dos funciones pares es una funcién par.
b) La suma (o resta) de dos funciones impares es una funcién impar.
c) La suma (o resta) de dos funciones perioddicas de periodo p es una funcién
periddica con periodo p.
10. Demuestre los siguientes resultados sobre producto de funciones simétricas.
a) El producto (o cociente) de dos funciones pares es una funcion par.
b) El producto (o cociente) de una funcién par y una funcién impar es una funcion
impar.
¢) El producto (o cociente) de dos funciones impares es una funcién par.
d) El producto (o cociente) de dos funciones periddicas de periodo p es una
funcion periddica con periodo p.
11. Demuestre los siguientes resultados sobre derivadas e integrales de
funciones simétricas.

a) Si f(x) es una funcién par derivable, entonces f'(x) es impar.

b) Si f(x) es una funcién impar derivable, entonces f' (x) es par.

¢) Si f es una funcion par integrable, entonces glx) = f;f{t]dt es impar.

d) Si f es una funcién impar integrable, entonces glx) = f:f{t]dt es par.

12. Mediante el método de integracién por sustitucion y la simetria de la funcion

. g b
coseno, determine las constantes @ y b tales que f_:cnsidx =a [, cosudu.

13. Indique como se relacionan las dos integrales _Iff{x]d:r y J’__;f{x]dx
a)si flx) esimpar b)si flx) espar

14. Emplee caracteristicas de periodicidad y simetria, asi como el teorema de

e . 6T LS+2F |
sustitucién para calcular las integrales fn |cos3x|dx y J"” |sin2x| dx.
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15. Realice las siguientes integrales usando el método de integracién por partes,
tenga presente que en ocasiones se debe aplicar el método mas de una vez.

a)fxu:u:us:rd:r b)fx:cnsxd:r c)_Iﬁrn?Jr cosxdx

16. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales separables

a) (4 +x%)dy+ydx =0 dy _ x+3

b) L =

dx e¥ coa y

17. Solucione las siguientes ecuaciones diferenciales lineales

2 2y s ' Ezrzﬁ:
a) (4+x']£+x}~:.‘,-4.+x_ b) ¥' + 3xy x

18. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de
segundo orden con coeficientes constantes

a) Zy" +7Ty' —4y =10 b) ¥" + 8y + 16y =10
c)y"' —4y' +5y =10 d) y' —4y =0

19. En cada caso diga si las dos funciones son ortogonales (con peso wix} =1)y
encuentre la norma de cada una de ellas.

a) flx) =1 glx) = cos5x flx) =1, glx) = cos5x en el intervalo [0.2].
b) flx) = u:u:us(g'%), g{x) = cos4mx en el intervalo [0.1].

20. El teorema 1.42 nos dice que las cinco eigenfunciones halladas en el ejemplo
1.52 deben ser ortogonales (con peso wix} = 1). Determine el producto interno

(fi.fiden [0.7] para i.j = 1.2,3.4. 5 aproximado a la tercera cifra decimal.

También halle la magnitud (con tres cifras decimales) de cada una de
éstas cinco funciones. A continuaciéon se aprecian las funciones mencionadas:

fi(x) = 5en(0.86947x), f£(x) = sen(1.76945x), £ (x) =sen(2.70278x),
£ (x) = 5en(3.65923x), £(x) = sen(4.62979x).

21. Compruebe que los eigenvalores del problema regular S-L del ejemplo 1.50

2.2

en[0.2]sond; =0 y A,= L n= 1273, También asegurese de que las

respectivas eigenfunciones son flx) =1y £ ) = cos {E) n=1,23
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22. Verifique que los eigenvalores y las correspondientes eigenfunciones del
problema regular S-L del ejemplo 1.51 en el intervalo [0. 1] son respectivamente
Ag= I:ﬂ_:il-r y £, (x) =cos (—':ﬂ__l"u:l, n=123,

23.Enelejemplo 1.49 se hallanlos eigenvalores y las eigenfunciones del problema
regular S-L i) +af(x) =0, O=<x=m Fl0)=0 Fflml=0 en el
intervalo [0.7]. Los eigenvalores son i, = n”, y las respectivas eigenfunciones,
son f,{x) =sen(nx), n=1,2.3,-~, Generalice este resultado resolviendo el
problema regular S-L f"(x) + Aflx) =0, O0=<x<L f0)=0 flLl=0en

el intervalo [0.L]. Debe llegar a 4, = % y fi(x) =sen (E) n=1273"".

24. En el ejemplo 1.50 se indican los eigenvalores y las eigenfunciones del

problemaregular S-L  f"(x) + iflx) =0, 0=x=<2 f0) =0 f(2) =0

en el intervalo [0. 2]. Generalice este resultado resolviendo el problema regular

S-L flx) +aflx} =0, 0=x<=L f'(0)=0, f(L)=0en el intervalo [0.L]
n?r?

. Debe obtener 1; =0. 4, =——y fx) =é, fulx) =-:u:us(ﬂ:£:I, n=1,23 .

12 1
& L

25. En el ejemplo 1.51 se indican los eigenvalores y las eigenfunciones del
problema regular S-L  f"(x) + Af(x) =0, 0=x<=1 f0) =0 f1)=0
en el intervalo [0. 1]. Generalice este resultado resolviendo el problema regular
S-L f'x) +Aflx) =0, 0<x<1L F{0)=0 fL)=0en elintervalo [0.L].

Debe concluir que 4, = ==Ly £ (x) = cos {ﬂ) n=123,

i® 2L
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CAPITULO 2

2. Ecuaciones de la fisica
matematica

Las ecuaciones diferenciales parciales aparecen en el modelamiento de
una variedad de fendmenos de la ciencia y la ingenieria. Este capitulo tiene como
objetivo presentar algunos ejemplos de las ecuaciones diferenciales parciales
(EDP) y su uso en las aplicaciones a manera de motivacion para los capitulos
posteriores. En particular, a modo de introduccién, se presentan dos ejemplos de
ecuaciones diferenciales parciales y sus métodos de solucion. Posteriormente
se presentan los fenémenos fisicos de la vibraciéon de una cuerda tensada y la de
conduccion del calor en una dimension para proceder al modelamiento de cada
fendmeno mediante la ecuacién de onda y la ecuacién del calor respectivamente.
Alo largo del capitulo se se hace una breve motivacion a las series de Fouriery su
importancia en el desarrollo de las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales
parciales. Este tema sera el objeto de estudio del siguiente capitulo.

Ejemplo 2.1. Considere la ecuacion
ar ar (2.1)

gt dx

il

donde Ti{x.t} es la funcidén incégnita. Supongamos que f es una funcién
diferenciable en una variable y ademas verifica la siguiente relacion

T(x.t) = f(x —£).

Mediante la regla de la cadena es posible verificar las siguientes igualdades
aT aT
E=—f{.r—t] ¥ E=f{x—t].
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.. AT AT L . . .,
Al sustituir V3 en la ecuacion (2.1) es posible determinar que la funcién

Tlx.t) = flx — t) es solucion de la ecuacion diferencial (2.1).

La ecuacion (2.1) es conocida como la ecuacién de adveccion y tiene
importantes aplicaciones en la mecanica de fluidos. En este caso se menciona
que la ecuacion diferencial (2.1) es de primer orden lineal y homogénea.
Donde el termino primer orden hace referencia a la mayor derivada en la
ecuacion diferencial y las palabras lineal homogénea se refiere al hecho que
cualquier combinacion lineal de las soluciones es también una solucion de la
ecuacion diferencial respectiva.

Las funciones (x — t)*.3senlx —t} y &*'* " son ejemplos explicitos de
soluciones para la ecuacion (2.1).

Ejemplo 2.2 (Método de las curvas caracteristicas) Este método permite
solucionar ecuaciones diferenciales parciales con coeficientes no constantes de
la forma

ar
i + flx. )

(5]
%]
—

ar
r_ . (
dy

donde flx.¥) es una funcién de dos variables. Para continuar recordemos
algunos conceptos de calculo en varias variables que son relevantes para
calcular las soluciones de la ecuacion (2.2).

Supongamos que a = {a,.a-} es un vector unitario y T{x. ¥} es una funcién

de dos variables. La derivada direccion de T (en la direcciéon de a} en el punto
ar 2T
{x,.x.) es dada por x5 ()t x:a—y{xj_,x:].

La derivada direccional mide la razén de cambio de T en el punto {x;.x} cuando

se mueve en la direccion de a. En consecuencia, si (a;. @) es cualquier vector
no nulo, entonces la relacion

ar ar B
n,_;{x]_,x:ﬁn: a—y{xl,x:]—o

afirma que T no esta cambiando en la direcciéon de (a,.a.). En este contexto,
la ecuacion (2.2) se puede interpretar como la derivada direccional de la
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funcién incégnita T en la direccién del vector (1. f(x.v)) igualada a 0. Por lo

tanto, T(x. ¥} permanece constante si el punto (x.¥)} se mueve en la direccién

del vector I[Lf{x,jr]}. A su vez I['Lf{:r,y]} determina el campo de direcciones
para z—i = flx.v). En consecuencia, T es constante sobre las curvas solucién

dy . .
de ﬁ = fix.y). Estas curvas reciben el nombre de curvas caracteristicas
asociadas a la ecuacién (2.2). Para mayor comodidad, las soluciones de la

ecuacion diferencial ordinaria :—i = f(x,y) tienen la forma ¥(x.y) = C. donde €
es arbitrario. Ya que T es constante sobre cada curva, los valores de T dependen

Unicamente sobre C. Por lo tanto, las soluciones de (2.2) tienen la forma

T(x.y) = f((x.y)) (23)

Como ilustraciéon del método de las curvas caracteristicas, supongamos que se

desea solucionar la ecuacién
(24)

n . dy - .
Nosotros tenemos que f{x.y) = x*. Al solucionar ﬁ = x~, es posible encontrar

g 13 13 . . 13
las curvas caracteristicas v = S tCoy-7=C Definiendo lx. v} =y -y

3
, la solucién general de la ecuacion (4) es Tlx. v) = f( y — r?], donde f es una
funcion arbitraria.

2.1 Ecuacién de Onda en una dimensién
Consideremos una cuerda de longitud L sujeta en sus extremos sobre el

eje x en x =0y x = L Supongamos que la cuerda comienza a vibrar desde su
posicion inicial. Asumiendo que la cuerda vibra unicamente en un plano fijo, sea

O(x, v} la funcién que representa el desplazamiento transversal, donde el tiempo

t = 0y x es la posicion de la cuerda.
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En el modelo suponemos que la cuerda tiene densidad constante g, es
perfectamente elastica y la Unica fuerza es la tensién. Considérese una pequefia

porcion de la cuerda entre los puntos 4 y E, localizados en x y x + fx como lo
indica la figura 2.1.

Vo

B T
il

A

a
T
x
x r+ Ax i

38

Figura 2.1. Fuerzas actuando en una seccion de la cuerda

Al aplicar la segunda ley de Newton a las componentes verticales se tiene la
ecuacion
—tsenla) + tsen(8) = ma, (2.5)

donde m representa la porcion de la masa entre x y x + Ax. y a es su aceleracion.

a® . . ~
Entonces, & = ﬁ y m = pAx, ademas para angulos pequefios sen (a) = tan ().

Las anteriores consideraciones permiten a partir de (2.5) generar la ecuacion
a*o (2.6)

—ttan{e) + 7 tan(f) = pAx PYER
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Ya que la pendiente de la recta tangente a la grafica de 0{x. ¥} es z—:{x, t),
entonces tan(a) = j—:{x, t)y tan(g) = j—: (x + Ax. t).
Al sustituir las anteriores igualdades en (2.6) se obtiene

g0 g0 . 2.7
E{I+ﬂx,t]—a{x,t]=EE (2.7)
Ax Tt

L . . . a*p
En la ecuacion (2.7) cuando Ax — 0, el lado izquierdo tiende a E{x’ t, por lo
tanto se genera la ecuacion de onda en una dimension para las vibraciones

libres de una cuerda
8*0 ,8*0 (2.8)
_n .lt = - _n.l
iz )=t

donde se tiene que ¢* = % Note que ¢ representa una velocidad, ya que t tiene
unidades de masa-longitud/tiempo* y p tiene unidades de masal/longitud, asi c-

tiene unidades de longitud " /tiempo©. 39

La solucion mas sencilla de la ecuacion de onda (8) es

X wct 2
O(x,t) = sen TS (2.9)

como puede ser verificado directamente. El hecho de que la funcién de
desplazamiento se anule en los extremos motiva a definir condiciones de
frontera para el modelo de la cuerda vibrante

o(0.t) =0 t=0, (2.10)
ol,t}=0, t=0, {2.11)

Igualmente es util introducir condiciones iniciales. Para la ecuacién de
onda, que es de segundo orden en el tiempo, se debe verificar

00x,0) =flx), 0=x=L (2.12)
0 =gl Osxsl 2
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Las funciones f(x) y glx) representan los desplazamientos iniciales y
velocidades a través de la cuerda. Es posible extender la solucién (9) del modelo

de la cuerda vibrante a una familia de soluciones que tienen la forma

nTx net
Oplx. t) = sen TE‘DS T n=123.. (2.14)

Otra familia que también verifica la ecuacion (2.8) es
nex nrect
0,(x.t) = sen e

. o n=123 ..

La figura 2.2 muestra diferentes formas de la solucién de la ecuacion

(2.14) cuando n =3 y t toma diferentes valores.

”~

12+

1

|

02 0, 02 M04 0B\ 08 12 A4 16) 18 22 [|l24  26) 28 A 32 Jj34 38| 38 42 Nd4 4B) 48 52 f54
| | || | | \

| | \
8-
- g:l

3

124

40

144

Figura 2.2. Soluciones de la ecuacion de onda para n=3

Dando un paso en generalidad es posible asegurar que la solucién general
de la ecuacion diferencial parcial (2.8) es una superposicion de soluciones de la
forma (2.14),

x  nwet (215)

N 1T
o(x, t) =nz=;_b”SEmes T
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Al sustituir £ = 0 en la ecuacion (2.15) se genera la condicion inicial

— 216
f{x]=anseﬂ?. ( :
n=1

2.2 Ecuacion del calor en una dimensiéon

Consideremos el problema de calcular la temperatura de una barra que es
sometida a una fuente de calor. Para simplificar un poco la situacién, supongamos
que la barra tiene secciones transversales uniformes y que la temperatura es
homogénea en cada seccion. Por lo tanto, al usar un sistema coordenado como
lo indica la figura 2.3, es posible garantizar que la temperatura depende de la

posicion x y el tiempo &.

I—l l_w-%—Ax

S EDS

Figura 2.3. Barra conductora de calor

La idea para deducir una ecuacion diferencial que gobierne el proceso
fisico de conduccion de calor es aplicar ley de conservacion de energia a una

seccion de la barra que se encuentra entre x y x + Ax (figura 2.4). La ley de
conservacion de energia asegura que la cantidad de calor que ingresa a una
regiébn mas la energia generada en el interior es igual a la cantidad de calor que
sale en adicion con la cantidad almacenada.

Fla+ As,t)

Figura 2.4. Seccion transversal de la barra
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Sea F(x.t) el flujo de calor en la posicion x y el tiempo t. Las unidades de medida

]

del flujo son |F| = —, donde h representa la energia caldrica y L la longitud de

la barra. La razén de cambio del calor que ingresa en una seccion transversal en
x es AF(x.t}), donde A es el area de la seccion transversal. La razén a la que el

calor deja la seccion transversal es AF (x + Ax, £},

La razén de cambio almacenada en una seccion transversal de material es
proporcional a la variacion de la temperatura. Por lo tanto, si g es la densidad y

c es la capacidad de calor por unidad de masa, es posible aproximar la cantidad

de calor almacenado en una seccion por

aT 2.
pecA Ax E{x, t), (217)

donde T(x.t) es la funcién de la temperatura. Si la generacién de calor por
unidad de volumen es . entonces la razon a que el calor es generado en la

seccion es A 4x G.

Al aplicar la ley de conservacion de la energia a una seccion de material
de la barra se tiene

ar (2.18)
AF(x.t) + AAx G = AF(x 4 Ax,t) + ped Ax 5 o)
Después de algunas manipulaciones algebraicas en (2.18), se tiene
Fla gl —Flx+inc) ar (2.19)

= +G=pt-‘;

Mediante el proceso de limite, cuando &Ax decrece, aplicado a la ecuacién (2.19)

produce la ley de conservacion de la energia en la forma

aF ar (2.20)
=T G =pc a

Al sustituir la ley de conduccion de Fourier F = —x z—: en la ecuacion (2.20),

produce la ecuacion

- 2.2
FT G _pe 221)

aT
ax® K at
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La cantidad ﬁ representa la constante de difusividad térmica y se simboliza
por &. La ecuacion del calor que describe la temperatura en una barra de longitud

L con propiedades uniformes en las secciones transversales sin generacién de
calor y extremos aislados esta dada por
2 2 (2.22)
2°T 18T 1L 8T
— = =", 0=x=L 0=t
dx* kdx* kot

En orden para hacer el modelo de conduccion calor (2.22) mas realista se
hace necesario definir la condicién inicial como
Tlx,0) = flx), 0=x<L (2.23)
donde f(x) f(x) especifica la temperatura inicial en cada punto de la barra. Las
condiciones en la frontera pueden tomar una variedad de formas. En primer
lugar, supongamos que la temperatura en la frontera es constante, por exposicion
a un bano de agua fria o a un sistema de condensacion. Es posible describir
estas condiciones por las ecuaciones
T(0.t) =T, T.t)=T, t=0 (2.24)
En general si x; representa las coordenadas en la frontera, la condicion
tiene la forma

T(xp.t) = alt) (2.25)

La ecuacion (2.25) es llamada condicion de Dirichlet.
Otra posibilidad es cuando el flujo de calor es contralado, por lo tanto, la condicién
queda definida por

ar
a{xn,t] = alt)

La condicién de frontera (2.26) recibe el nombre de condiciéon de
Newmann.

El ultimo tipo de condicién de frontera aparece cuando un extremo de la
frontera de la barra es expuesto al aire o algun fluido, entonces la condicion esta
definida como

—KE{L,H = hT(L t} — hT(t)
dx

(2.26)

(2.27)
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La anterior ecuacién se conoce como la condiciéon de Robin.

Ejercicios.
1. Suponga que U{x, £} y V(x, £} verifican la siguiente relacion:
au v avr_ U
. e Y E e
2. Demuestre que U/ y ¥V son soluciones de la ecuacién de onda (2.8),
donde ¢ = L.
3. Sean F y & funciones diferenciables de una variable. Demuestre que

Ulx,t) = Flx + ct) + G(x — ct) es una solucién de la ecuacion de onda (2.8)

4, Verifique que una solucion para la ecuacion del calor (2.22) con dominio
—oo < x < o0, ¢ = 0 esta dada por )
Uk, 8) = —— oTie
vkt
5. Verifique que Ulx.y) = Ln,[x% + ¥ satisface la ecuacion de Laplace
Uz + Uy, =0.
6. Para que valores de a y b, la funcién Ulx, t) = e*"sen(bx) es solucién de

la ecuacion del calor (2.22)

7. Calcule la solucién general de la ecuacion U,; + 3l = 1.
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CAPITULO 3

3. Series de Fourier

El primer acercamiento al hecho de aproximar una funcién mediante una
serie de funciones se produce en el estudio del Calculo Diferencial, al considerar

la representacion de una serie de Taylor alrededor de un punto x;. En este caso
los términos de la serie son funciones polindmicas.

Existen otras representaciones de una funcién en forma de una serie
infinita de funciones, en este texto estudiaremos las series de Fourier, en las
cuales la serie infinita esta compuesta de funciones trigonométricas.

Ademas de las sorprendentes caracteristicas que tienen estas series
en si mismas, o su aplicacion en el estudio de sistemas mecanicos o sistemas
eléctricos, su importancia radica en la utilidad para resolver ecuaciones
diferenciales parciales.

En este capitulo apuntamos a definir las series de Fourier, algunas
caracteristicas y resultados importantes, acompafiando cada aspecto con
ejemplos cuidadosamente elegidos para facilitar su comprension.

Las series de Fourier nos permiten representar funciones periédicas que
son importantes en las matematicas aplicadas a la ingenieria.

3.1 Desarrollo de f(x) en serie de Fourier.

3.1 Definicion. La serie de Fourier de la funcién f{x} viene dada por la expresion
a X NNx {3'1]
flx) = —" + ¥ (nn -:DS'T + by sin'—)

Los coeficientes a, y b, se determinan gracias a las propiedades de
ortogonalidad de las funciones trigonométricas. Si deseamos hallar el coeficiente
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T . 4 nEx .
o, se multiplica la ecuacion (3.1} por cos—, luego se integra a cada lado de la

igualdad en el intervalo {—L. L}, todas las integrales del lado derecho son iguales a

Ly L nEx
cero, excepto una, al hacer esto se llega a la expresion f_Lf{x] cos—dx = a,L.

Similarmente, si se desea hallar el coeficiente I, se multiplica la

ecuacion (3.1) por sen~—, posteriormente se integra en el intervalo {—L.L)
, todas las integrales del lado derecho se anulan salvo una, y por tanto

L nRX
I FG sen——dx = byL.

Algo muy parecido se realiza para determinar ag, se integra la ecuacién

{3.1) en el intervalo {—L. L}, todas las integrales del lado derecho valen cero,

. . L a
menos la primera, de esta manera se obtiene f_Lf{x] dx = 2L = a,l. Esto se
reune en el siguiente

3.2 Teorema. Los coeficientes de la serie de Fourier (3.1) vienen dados
por

J_ L L H nex ]_ nwx
a =1 J‘f{_f]n’m an =7 J‘f{x] cos——dx, by =7 J‘f{x] sen——dx

Si flx) es una funcién periédica con periodo 2L, algunos resultados
referentes a la periodicidad e integracién permiten calcular los coeficientes de

Fourier sobre cualquier otro intervalo de longitud 2L, como por ejemplo (0, 2L].

En este texto consideraremos funciones integrables en un intervalo
cerrado, tenga presente que el valor de una funcién integrable en un punto
individual no afecta el valor de la integral, por este motivo pueden aparecer
funciones integrables que no se definan en algunos puntos del intervalo, por
ejemplo, en los extremos.
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3.3 Ejemplo. Encuentre el desarrollo en serie de Fourier de la funcién

f{x]:{(c‘ —1=x=10

1—-x) 0=x=1.

Aplicamos las ecuaciones (3.2} para calcular los coeficientes de Fourier,

L
z

a, = ijfo{x]dx =[(1-x)dx =2

1 mTx X 1 —x)sennwx cosnmx 1
r':_J‘f':ﬂEDS_dI:J‘il—ﬂcns—dx:{ ) _
L L L
o

T nixt 0

1-[—1I"

nx2

[1—x]cnsnﬁx sennmr 1

|DE

nw nig?

L L
1 nwx X
=7 J‘f{x] sinT dx = J‘lil - x) sianx =-
-L ]

Estas integrales nos permiten escribir la serie de Fourier como

(3.3)

1—(—qm
COS X +—set1mrx) 47

fO) =5+ Tm (5

nem

La siguiente grafica muestra la convergencia de la serie (3.3) para los

valoresde n=3yn =12,

Figura 3.1. Grafica de la serie de Fouier del ejemplo 3.3
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3.4 Ejemplo. Considere la funcién definida por

f[x]={ —1=x=10

x
x —1 0=x=1,

calcular la serie de Fourier asociada a la funcion f(x).

Aplicamos las ecuaciones (3.2} para calcular los coeficientes de Fourier,
o

I L
1
a =7 jf{x]dx= J‘xdx+j{x—1]dx=—1
-L -1 o
ay =217, f(x) cos ™ dx = 0.

L

1 X —1-—(-1)"

by, = 3 ff[x] sianx=

~L

nr

Estas integrales nos permiten escribir la serie de Fourier como

- = i1 — (—1}" 3.4
f(xn=?1+2(1—':”mm] G

nr
n=1

48

La siguiente grafica muestra la convergencia de la serie (3.4) para

los valores de n =5 yn =12,

0.5

Figura 3.2. Gréfica de la serie de Fouier del ejemplo3.4
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3.5 Ejemplo. Considere la funcién definida por

(2 —1l=x=10
f{x]_{x! 0=x=1,

calcular la serie de Fourier asociada a la funcion f(x).

Aplicamos las ecuaciones (3.2} para calcular los coeficientes de Fourier,

ay =17, fGdx =1,

1 pL nex -1"
i, = Lf_Lf(x] cos——dx = .

Ll ., AEX e et e e
by = L‘II.‘-L‘iIL.IL‘,::I ST dx = nw nig?

Estas integrales nos permiten escribir la serie de Fourier como

=9 _(_1}" _ —1)" —1)m 3.3
flx) = 3_,_ E ( 2-(-D + 2+ 21 sfmmrx) + (2{ - 1;], cos ?‘I‘Ji-'x) &
ot

) nw nigd
n=1

La siguiente grafica muestra la convergencia de la serie (3.5) para los

valoresde n=5yn =12,
y 49
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-0s

-1

Figura 3.3. Grafica de la serie de Fouier del ejemplo 3.5
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3.6 Ejemplo. Considere la funcién definida por

f{sz{i! —1=x=0

0=x=1,

calcular la serie de Fourier asociada a la funcién f{xJ.

Aplicamos las ecuaciones (3.2} para calcular los coeficientes de Fourier,

ap =17, FGdx =2,

Lpl nmx I-1"-1
ay, = E_IF_Lf{x] cnsTn’.x = #

Ll B o e L .
by = ;I‘Lf{xj ST dx = T n?mrd

Estas integrales nos permiten escribir la serie de Fourier como

. :%+Z({_”' -—(—11-+z_z|:—1:|-mm)+(3i—f_'—lm nax)

T nigd P

n=1

50 La siguiente grafica muestra la convergencia de la serie (3.6) para los

valoresde n =2 yn =3,

2N ANN A NEYAY
/ \\// // \\//

35 -3 25 -2 -15 -1 05 0

25 3

Figura 3.4. Grafica de la serie de Fouier del ejemplo 3.6
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3.2 Resultados importantes.

3.7 Teorema. (La identidad de Parseval) Si la funcion f(x} tiene representacion
en serie de Fourier dada por =2 + E:ﬂ(nﬂ cos— + b, sen E) entonces

W . = ) (3.7)
L [[f(xl]:dx =ﬂ%+2{nﬂf +by,°)

- n=1

El teorema anterior es importante en la teoria de las series de Fourier
puesto que permite demostrar varios resultados. Para hacernos una idea de su

demostracion formal podemos multiplicar los dos lados de la ecuacion (3.1}
por fix}, integrar en el intervalo {—L.L} y considerar las expresiones de los

coeficientes de Fourier (3.2],

3.8 Ejemplo. La identidad de Parseval aplicada a la funcién del ejemplo 3.3

(11072 1 )

n*m* nemt

. s L L
conduce a la expresion: P E;L{

3.9 Ejemplo. La identidad de Parseval aplicada a la funcién del ejemplo 3.4

= ey, (SR

conduce a la expresion: —

2

3.10 Ejemplo. La identidad de Parseval aplicada a la funcién del ejemplo 3.5

co 2L 49 S e LI T R 8 Lo
conduce a la expresion: ?‘m"‘zﬂﬂ( arurpl o G Srwra) :I
3.11 Ejemplo. La identidad de Parseval aplicada a la funcién del ejemplo 3.6
conduce a la expresion:

B _ 1 B T o et S L S L S L L 0 ML
E_;-'_E“:L{ rint +|: nw + nig3 ] :I
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El siguiente teorema nos indica a donde converge una serie de Fourier.

3.12 Teorema. (Convergencia) Sea fi{x} una funcién suave por partes, esto
es, una funcion tal que fix) y f'(x) sean continuas en el intervalo [—L.L] (o

en el intervalo {—L.L}), excepto tal vez en un numero finito de puntos en los
cuales estas dos funciones presentan discontinuidades finitas (evitables o de

salto). Entonces la serie de Fourier converge a la funciéon f(x) en los puntos de
continuidad, y converge al valor promedio

fle+)+flx =) (3.8)

2

en cada punto de discontinuidad, donde f{x+) denota el limite de fen x

por la derecha, y fi{x—) denota el limite de f en x por la izquierda.

3.13 Ejemplo. La funcion del ejemplo 3.3 es suave por partes en el intervalo
{—1.1)) ya que en x = 0 presenta una discontinuidad de salto. En este punto
el limite por la derecha es uno: f(0 +J =1 y el limite por la izquierda es cero:
flo-)=o0.

La ecuacion (3.8) indica que la serie de Fourier converge a

Flo+l+fio—) 1+0 1 , .,
—————=—=> en x=10,yen los demas puntos converge a la funcién

flx).

3.14 Ejemplo. La funcion del ejemplo 3.4 es suave por partes en el intervalo
{—L1.1})) ya que en x =0 presenta una discontinuidad de salto. En este punto
el limite por la derecha es uno: {0 +) = —1 y el limite por la izquierda es cero:
flo-)=o0,

La ecuacion (3.8} indica que la serie de Fourier converge a

flotd+fio—) _ -1+ _ -1

- - — en x =10, yenlos demas puntos converge a la funcion

fix).
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3.15 Ejemplo. La funcion del ejemplo 3.5 es suave por partes en el intervalo
(—1,1)) ya que en x =0 presenta una discontinuidad de salto. En este punto
el limite por la derecha es uno: f(0 +) =0 vy el limite por la izquierda es cero:
flo-)=2,

La ecuacion (3.8) indica que la serie de Fourier converge a

Flo+l+fio—y _ 0+2

=1 en x =10, yenlos demas puntos converge a la funciéon

fix).

3.16 Ejemplo. La funcion del ejemplo 3.6 es suave en el intervalo {—1.1}} por lo

tanto converge a la funcién f{x} en todos sus puntos.

3.3 Expansioén periédica de una serie de Fourier.
Supongamos que existe el desarrollo en serie de Fourier de una funcion

fix) enelintervalo (—L,L), dado por la ecuacion (3.1).

El lado derecho de dicha igualdad esta conformado por funciones con

periodo comun igual a 2L, debido a las propiedades de las funciones periodicas,

la expresion =2 + ELL(nﬂ cos— + b, sen E) también tiene periodo ZL.

De esta manera la serie (3.1} no solo suministra un desarrollo de la funcién
fix) en el intervalo (—L, L}, sino que adicional a esto brinda una representacion

periddica de f{x} con periodo 2L en todos los nimeros reales.

Si f(x)y f'(x) satisfacen las hipétesis del teorema de convergencia 3.12
en el intervalo (—L. L) y también se cumple lo siguiente: f(x) es continua por la
derecha en x = —L, |la derivada por la derecha existe en x = —L, y condiciones
analogas por la izquierda se satisfacen en x = L. es posible aplicar el teorema
de convergencia 3.12 a la expansion periddica de f{x} para concluir que en los

FlL=l+fi—L+)

valores x = +L,+3L, +5L.... la serie de Fourier (3.1) converge a
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3.17 Ejemplo. La expansién periddica de la funcion del ejemplo 3.4 es igual a

f{x]={1[_]’_ mlex=0 i) = .

X, D=x=1"

Su serie de Fourier:

1w (1—{—13“ 1 ]
—+Z —— - COSNTX + —sSen nux
4 nome mr

n=1L
converge a la expansion de f en todos los reales, excepto en
x=40 +1, +2, +3, +4 ..

En x=0. £2 £4, 46... la férmula (3.8} implica que la serie de

. Flo+l+fio—) 1L
Fourier converge a = ;

.En x=4£1. £3. £5.... la serie converge

[==/E) — 0. La figura 3.5 representa la extensién periddica de la funcion

"

flx) mediante la serie de Fourier correspondiente.

N AN AN AN AN AN AN AN A

-3

Figura 3.5. Expansién periodica de la serie de Fouier del ejemplo 3.1

3.18 Ejemplo. La expansion periddica de la funcion del ejemplo 3.5 es igual a

X, —1l=x=0
f={" beaoy fU+2 =0
Su serie de Fourier:
-1 - (—1—{—1]” )
—+ — SEnNTx
2 nw

n=1L
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converge a la expansion de f en todos los reales, excepto en
x=0, £1, £2, £3. +4 ...
En x =10, £2, £4, 16... la formula (3.8) implica que la serie de Fourier

Flo+sl+fio-) -1
converge a — - —=—. En

. "

x=+1, +3, +5... la serie converge a

FO-I+fi-143 _ -1 ' . - .
————— = —. La figura 3.6 representa la extension periddica de la funcion

f) f(x} mediante la serie de Fourier correspondiente.

Ta 3.5 s 2.5 2 15 ¥ 0.5 o5 1 15 2 25 3

Figura 3.6. Expansion periodica de la serie de Fouier del ejemplo 3.4

3.19 Ejemplo. La expansién periddica de la funcion del ejemplo 3.5 es igual a

2, —1l=x=10
x=, 0=x=1"

Fe = Flr+2) = £G.

Su serie de Fourier:

7 s f-2-(=D" —2+2(-D)" ) 2(-1)" )
_+Z + sennmx | + 005 Nwx
6 T n¥n? w=n-

n=1

converge a todos los

x=10 £1 £2, £3. +4 ...

la expansiéon de f en reales, excepto en

En x=0. £2 +4, £6... la férmula (3.8} implica que la serie de

Flo+l+fio—y

Fourier converge a - =1 En x =11 13, £5...la serie converge a

Fll=l+fi-141 _

z
>
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3.20 Ejemplo. La expansion periddica de la funcion del ejemplo 3.6 es igual a

fe = 1=l pyg=fo.

X, 0=x=1

Su serie de Fourier:

% Z ({ V- o + 2 - 20" sen n:lrx) + (—3{_1_] ..._ ! cos n:lrx]

33 wTint

converge a la expansion de f en todos los reales, excepto en
x=0 +1, +2, +3, +4
Enx =10 £2 t4. 16 ..laférmula{3.83) implica que la serie de Fourier converge

Flo+)+fip=] Flr=)+fi—1+4] 1

- =0.En x=41 £3, 153 ..laserieconvergea———=—.

3.4 Funciones pares e impares.
Existen dos situaciones en las cuales los coeficientes que definen una

serie de Fourier {3.2}({3.2) se pueden calcular de una manera un poco mas

54 sencilla. Esos casos se presentan cuando la funcion f{x}f(x) es par o impar.

En el primer capitulo se mencionaron las definiciones de tales funciones, y
algunas caracteristicas importantes que traemos a colacién, se asumen que las
funciones son integrables.

a
e Si fi{x) es una funciéon impar
e = [ pwas=o,
entonces
a a
e Si fix} es una funciéon par
f flxldx =2 f flxldzx.
entonces
- o
° El producto de una funcion par y una funcién impar es una funcién impar.
° El producto de dos funciones impares es una funcién par.

Supongamos que f es par, el término constante a; = if_‘;f{x] dx
equivale a

1
L

o= [ Feoax

]

(3.9)
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por la simetria de la funcion f.
Como el producto de dos funciones pares es de nuevo una funcién par,

entonces
L L 310
1 nwx 2 nTx (
=7 J‘f{x] u:u:usTn’x —EJ‘f{x] EDSTH’I
—L o

Finalmente, el producto de una funcién par y una funcién impar es una
funcion impar, las propiedades de simetria implican que

by =[5 Fl) sen™ dx =0 (3.11)

Al reunir esta informacion de las igualdades 3.9, 3.10 y 3.11 se obtiene la
serie de Fourier (de cosenos) de una funcion par:

a _— (3.12)
fl) =2+ X apcos—/,
donde
3 f 5k - (3.13)
nD:EDJ‘f{x]dx, nﬂ:EDjf{x] cnsTn’x.

s . . L L
Seaf unafunciénimpar,eltérminoconstanteseanula: a; = :f_Lf{x] dx =10

. Como el producto de una funcién impar y una par es impair,

L = 3.14
iy =:Lf_Lf{x] u:u:usﬂ:—‘xn’x=[]. ( )

Por ultimo, el producto de dos funciones impares es una funcién par, por

tanto
(3.15)

b, = %Jﬂfo':x] sen = gy =2 f;f{x] sen——dx
De esta manera, por 3.14 y 3.15, la serie de Fourier (de senos) de una
funcién impar viene dada por
- (3.16)
flx) =57, by, sen:—x,

Siendo

b, = i]ﬂ;f{x] 5|3r1i’!;:E dx G17)

57
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3.21 Ejemplo. Determine la serie de Fourier de la funcién periddica

f{x]={x+2’ —2=x=0 Flx £ 4) = £,

2 —x 0=x=2

Esta funciéon es par, vamos a obtener la serie de cosenos. Primero

aplicamos la expresion (3. 14] para obtener

J‘f(x rix—J‘{E—x dx =2,

Al emplear la formula (3.153) y el método de integracion por partes se tiene:

RITIT RNTT

z oL nEx 2 nrx I-xjmen—=  drosT =
iy _E-rn Flx) cnsTrﬂx—_rnliE—x]cnsde — -—= |D_
4[L—l-11"

n? g2
La serie buscada es:
IE
58 F) =14+ 5=, 4|LF'TL' u:nsn'_'n.

La figura 3.7 representa la serie de cosenos de la funcién f.

4

-4

Figura 3.7. Serie de cosenos del ejemplo 3.21
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3.22 Ejemplo. Calcule la serie de Fourier de la funcién periddica definida por

flxl = —x, si—m=<x=<mnm flx+2n)=flx.

Debido a que la funcion f es impar se encontrara la serie de senos. Nos
apoyamos en la formula (3.17) y en la integracion por partes para determinar los
coeficientes

2 L nEx z plE Z¥eoEnx  ZSEN NX | ; e
bn:;-rnf{xjsdex:;fn —xsennxdx = -— ;=

nT n=K

De esto se sigue que la serie es
a{_y®

Flx) = ¥7, ——sen nx.

n

La figura 3.8 representa la serie de senos de la funcién f.

10

N

NN NN
NN

o

o) 8 \i/ 2 o

Figura 3.8. Serie de senos del ejemplo 3.22

3.23 Ejemplo. Calcule la serie de Fourier de la extensién periddica impar de la

funcion definida por  flx) = =
T—xX, -S2x<7

Como f es impar se hallara la serie de senos. Se emplea la expresion
(3.17) para encontrar los coeficientes de la serie de Fourier, se calculan dos
integrales por partes y se suman estos resultados,
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J‘ rsinnxdx+ | (m— x) sinnxdx | =
o w2

x 1 w2 (m — x) 1 T
(——n:-:nsnx +—_senm‘)| +|————-cosnxy — —sennx ||
n n- 0 n n- wf2

(=3
-
Il
|

H | 2

Zn P Z Z mn= 2

T nr 1 T T nw 1 nT 4 nr
((—_—EDST + T Een— + oo Cos T + FSEHT)J =——sen—.

A |ra

La serie buscada es

-

4
flx) = E:=L$sen7 sen nx.,

3.24 Ejemplo. Encuentre la serie de Fourier de la extension periddica par de la

funcion definida por  flx) =2xr —x*, 0=<x <2,

La funciéon f es par, por consiguiente, se va a determinar la serie de
COSenos.

La expresion ((3.14} nos permite hallar

60 2 [ L. 4
nD=§J‘2x—x'n’x=§.
]

Laférmula {3.15} y el método de integracion por partes implica lo siguiente

27 ) X 2 nTx nTx
g, == | (2x —x*leos—dx = (2x — x*)—sen— + (2 — 2x) cos—
2 2 n 2 2

o
16 nrx 2 8[(—1)"+t —1]
taat 2 0= e

De esta manera, la serie de Fourier viene dada por

E[|_L|I!-|_L] nmy
c

flx) = i-l— E;.ZLT o0s—.

La figura 3.9 representa la serie de senos de la funcién f.
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/\
) ° 7 2 3 2 5 3 7 8 5 1o

Figura 3.9. [Serie de cosenos del ejemplo 3.24

-1

-2

Figura 3-9. Serie de cosenos del ejemplo 3.24

En la resolucion de las EDP hay que derivar término a término una
serie de Fourier, el siguiente teorema indica cuando es permitido realizar este
procedimiento.

3.25 Teorema. Sea f{x)} una funcién continua en el intervalo [—L. L] tal que
f(=L) = f(L), si ademas f'(x) es suave por partes en [-L.L], entonces la serie
de Fourier de f{x) puede ser derivada término a término, el resultado es la serie

de Fourier de f'(x), la cual converge a f'(x} en los valores de x donde f"{x)
exista.

Si el intervalo es [0.L] la funcién debe ser tal que f(0} = f(L) y f'(x)

es suave por partes en [0.L], entonces la serie de Fourier de senos (o cosenos)
puede ser derivada término a término, y el resultado es la serie de Fourier de

cosenos (o senos) de f'(x) la cual converge a f'(x) en aquellos puntos donde

f"(x) exista.

3.26 Teorema. Considere un problema regular de Sturm-Liouville (capitulo 1
ecuaciones (6. (7)., (8)) en el intervalo [a. 5], entonces para cada eigenvalor i,
solo existe una unica eigenfuncion f,(x} linealmente independiente. Ademas,
el conjunto de eigenfunciones {f, }s—, es completo, es decir, cualquier funcién
suave por partes gix) definida en [a. &] posee una Unica expansion en una serie
de Fourier generalizada de la forma glx) = X5_,c,fi(x). a < x = b, cuyos

coeficientes ¢, vienen dados por:
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: (3.18)
_ .l-:g[:r 1 fia LW (xdx

[ ., n=1,273"-

.|-: Fixwixidx

Esta serie generalizada converge puntualmente a la funcién glx} en

glx=l+giz+)

sus puntos de continuidad, y converge al valor en los puntos de

discontinuidad.

Ejercicios.
1. Diga a donde converge la serie de Fourier
a) de la funcion del ejemplo 3.21.
b) de la funcion del ejemplo 3.22.

2. Calcule la serie de Fourier de la funcién f(x). También diga a donde

converge la serie  flx) = {ﬁ si-m=x<0
9 T — X, sil=x=w

flx + 2} = flx).

3. Lo mismo que en el ejercicio 2

62 =k T st et = .

si0=x =

4. Usando la simetria de la funcién determine la serie de cosenos o la serie
de senos de la funcion

fFld=xlxl. si—me<x<nmfle) =2l si—m<x<n

0, si —w=x = —nf2
x+E, si —mfl=sx=0
5. Lo mismo que el gjercicio 4 fla) =144 2
' K : ' 5—x sidZx= w2
0. simfl<x<m
6. Lo mismo que el ejercicio 4. -1, g —F = w1
fla) = —x, si—1=x=1

1, =i 1l=x=2

7. a) Halle la 0 si—m=x=10
x)=1" ) (x + 2n) = flx).
serie de Fourier de f { m si0l=x=<w f f
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-

b) Note que la funcién f(x) es continua en x=-

convergencia 2.12 implica que la serie encontrada en la parte a) converge a

El teorema de la

1 [—pim¥1

1
-t

.|_ wea

" . E_qy_1%
f(;). Use este hecho para demostrar: J= 13 P—

para n =1,23, ..

8. a) Halle la serie

—x, 5i—2
de Fourier de flx) = { xx, SS,.U :::xx‘:;] fle +4) = Flx).

b) Observe que la f{x) es continua en x=0. El teorema de la

convergencia 2.12 implica que la serie encontrada en la parte a) converge a f(0)

L

. Utilice este resultado para probar: % =1+ gi + si:+ _i 4t i i

[(Zn-1)

para n =1,2,3, ...

9. Si flx} esuna funcién impar en el intervalo (—L.L} emplee la identidad

de Parseval (teorema 2.10) para demostrar la ecuacion : f;[f{xj]:dx =Er . b’

10. Aplique el resultado del ejercicio anterior a la funcién impar del

ejemplo 2.16 para demostrar la igualdad =14 i + !i:+ S r‘i + .+ para

&
n=123 ...
11. Demuestre que si f; (x) tiene periodo , f (x} tiene periodo £, f (x)

tiene periodo E ..., fulx) tiene periodo E entonces la combinacién lineal

Ll + £+ £ + -+ £,(x) tiene periodo p.
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CAPITULO 4

4. Ecuacion de onda.

La situacién mas sencilla que nos podemos imaginar para contextualizar
la situacion es la cuerda de una guitarra que es tensada y se fija en sus extremos,

luego se desplaza levemente. En algun instante que se toma como £ =10, la
cuerda se libera y naturalmente ha de vibrar en un plano. Al resolver la EDP que
modela este comportamiento se determina una funcién que depende tanto de su

ubicaciéon como del tiempo: u{x. £}, esta expresion se conoce como la funciéon de
posicion.

Si bien en el comentario anterior se ha elegido la cuerda de una guitarra
para ilustrar el uso de la ecuaciéon de onda, tal EDP también es apropiada al
considerar el comportamiento de ondas en un medio continuo, como por ejemplo
el analisis de ondas acusticas, electromagnéticas, sismicas, entre otras.

Un desarrollo propio de la fisica que considera aspectos tales como la
elasticidad, tension, movimientos transversales en un plano vertical, la segunda
ley de Newton, etc, permite concluir que la EDP de onda unidimensional es

2%y -
L

ats

L ]
Fa g

L2t

X

-

La expresién c* se usa para representar la constante positiva: ¢* =';

, siendo T la tension de la cuerday g la masa de la cuerda no flexionada por

unidad de longitud, de manera que ¢ posee unidades de velocidad (longitud/
tiempo).

En este capitulo estudiaremos una manera de resolver la tipica ecuacion
diferencial parcial de onda con extremos fijos, pero también otras variantes
interesantes que resultan al cambiar las condiciones de frontera.
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4.1 Cuerda vibrante con extremos fijos.

El ejemplo mas caracteristico de la ecuacion de onda surge cuando los
extremos de la cuerda estan anclados, esto se aprecia en las condiciones de
frontera (CF). Las condiciones iniciales (Cl) dan informacién sobre la funcién y

su derivada parcial respecto a la variable temporal cuando esta es cero: t = 0.
A continuacion, resolvemos un problema de este tipo, que se apoya en la
teoria desarrollada en capitulos anteriores.

4.1 Ejemplo. Solucionar el problema de valores iniciales con condiciones
de frontera

5 52 (4.1)

T o

F—q-ﬁ,ﬂ::x::mt:}[] (EDP)

u(0,8) =0, ulm.t) =0, t=0 (CF) (4.2)
X, st D=x ::: (4.3)

ulx,0) = - “ ulx0=1 (CI)

T—x, S -<x=m

Para resolver este ejercicio empleamos un método conocido como el de
las variables separables.
Suponga que la solucion viene dada por el producto de una funcion de x

y otra funcién de ¢, esto es,

ulx, £) = X(x)T(E).

La EDP (4.1) equivale a la expresiéon X{xIT"(£) = 4X"(x)T(t) o con una

notacion mas sencilla XT" = 4X"T . Al hacer transposicion de términos:
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El lado izquierdo de la anterior ecuacién depende de x mientras que el lado
derecho depende de t, por tanto, para que se tenga la igualdad los dos términos

deben ser iguales a la misma constante, que denotaremos —A4, obteniendo la
expresion:

I (4.4)

G A — |
X 4T

de (4.4} se obtiene la EDO de segundo orden
X'+iX =0

Ahora analizamos las condiciones de frontera {4.2}.
Como ulx.t) = X(x)T(t), laprimer CF ui0.t) =0 se traduce en X{0)T(t} =0
, y por tanto X(0) = 0. Similarmente la segunda CF ulm.t) =0 implica
¥@IT) =0, yasi X(x) =0.

Reuniendo los anteriores pasos, debemos hallar los valores de 4y las

funciones X(x} que satisfacen

¥F'41¥=0 O<zx=m X0)=0 Xx =0 (4.3)

La EDO (4.5) es precisamente el problema regular de Sturm-Liouville

analizado en el ejemplo 1.49, sus eigenvalores son &,=n"1,=n"y sus
correspondientes eigenfunciones, salvo multiplos constantes, son
Ko (x) = sen(nx), n =1,2,3,-~

La ecuacién (4.4} también da lugar a la siguiente EDO de segundo orden en
términos de la variable temporal: T" 4+ 4iT = 0T" + 41T = 0, y como sabemos
que A,=n" tenemos T"+4n°'T=0 = T"+(2n)'T=0. n=12.3.~ su
ecuacion auxiliar es r* + (2n)* =0 = r = +2ni, por tanto,

T, (t) = a, cos(2nt) + b, sen(2nt).
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El método de las variables separables nos dice que las soluciones
buscadas son de la forma
u,(x. ) = X, ()T, (£} = sen(nx)[a, cos(2nt) + b, sen(2nt)],

hemos determinado las funciones X, (x} yT, (t) de manera que verifiquen

la EDP (4.1} y las CF {4.2}. El principio de superposicion indica que cualquier

combinacion lineal finita de la forma
N

W
Z u,(x. t) = Z sen(nx ) [a, cos(2nt) + b, sen(2nt)]

n=1L
también satisface la EDP (4.1} y las CF {4.2}. Solo resta expresar las dos
condiciones iniciales (4.3} como combinaciones lineales finitas de las funciones
u,(x.t), pero esto es imposible, para solucionar esto recordamos que las dos

funciones que aparecen en las Cl son suaves por partes en [0. 7], el teorema
3.26 nos dice que estas funciones tienen una Unica expansion en serie (infinita)
de Fourier como combinacién de las eigenfunciones, en otras palabras, para

satisfacer las Cl (4.3} calculamos las series de Fourier de las funciones que alli
68 aparecen.

Sea
ulx,t) = 7, sen(nx) [a, cos(2nt) + b, sen(2nt)] 4.6)
entonces
X, T I ::'_—-:
ulx,0) = = ¥T_ a,senlnx),

T—x si-<x=m

esto es encontrar la serie de Fourier de senos de la funcion ulx, 0},

pero esto se hizo en el ejemplo 3.23 llegando a oy, = f?sen E Empleando la
segunda CI (4.3): u.(x.0) = 1, derivando término a término la expresion (4.6)

con respecto a £ y evaluando tal derivada en t = [} se deduce que

u(x,0) = 1= %7, 2nb,senlnx) = 2nb, =?;stir1nx dx = % =

1-(-1"
b, = ——

nim



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES D E LA FISICA MATEMATICA

Hemos llegado al fin a la solucién del problema

ulx, t) = i sen (nx) ( * D"

— fSEﬂ[Zﬂf})
- nemw

T 1-
sen ?CUS[Zﬂf} +

La figura 4.1 muestra el comportamiento de la funcién ulx.t} cuanto

t = 0.6.

a=0.6

69

Figura 4.1. Ecuacion de onda del ejemplo 4.1 cuando t=0.6.

La figura 4.2 muestra el comportamiento de la funcién u(x.t} cuanto

g, oo fpag o N pa
IaWV_Q VWWVWWVW

8

-10

Figura 4.2. Ecuacién de onda del ejemplo 4.1 cuando t=0.4.
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4.2 Ejemplo. Resolver el problema de ecuacion de onda
(4.7)

a*u 3*u

et 0=<x<m =0 (EDP)
u(0,£) =0, ulm.t) =0, t>0 (CF) (4.8)
ulx,0) = 8sen(2x) — 6sen(3x). u,(x.0) = l6ésen(4x) (CI) (4.9)

El método de las variables separables nos conduce a la ecuacion (4.4),
que junto a las condiciones de frontera nos dirige al problema regular de Sturm-
Liouville (4.5), como en el ejercicio anterior empleamos el resultado del ejemplo

3.23, sus eigenvalores son 4, = n® y sus eigenfunciones
X, (x) =sen(nx), n=1,2,3,

Como en el ejercicio anterior, la ecuacion (4.4) origina la EDO de segundo
orden:
T"+4iT =10
cuyas soluciones son
T,(t) = a, cos(2nt) + b, sen(2nt) .

Las apreciaciones realizadas en el ejemplo 4.1 nos permiten expresar la
solucién de la forma
ulx, t) = X7, sen(nx) [a, cos(Znt) + b, sen(2nt)] (+.10)

Evaluamos (4.10} en t = 0 para obtener
ulx,0) =¥7_, a, senlnx ),

la primer CI afirma que ulx.0} = 8sen(2x) — 6sen(3x), resulta que esta

expresion si es combinacién lineal de las eigenfunciones X, (x) = sen(nx), algo
similar sucede con la segunda Cl, de manera que en este ejercicio la solucién no
se escribe como una serie infinita.

Calculando los coeficientes de la serie de Fourier de senos:
(4.11)

a, = é_lf[ﬂsen(?x:l — Gsen(3x)] sen nx dx

la integral {4.11} es igual a cero para n #2 y n # 3 por la ortogonalidad

de las eigenfunciones, para n = 2 tenemos:
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T
2
G = ;I[Ssm(l‘r} — 6sen(3x)] sin2x dx
0

a, = Eﬁf; 8sen” 2x dx =Eﬁf;1 —cosdxdx =8, similarmente,
paran = 3:

oy = Eﬁf;[ﬂsm[lr} — Geenl{3x)] sin3x dx = —Eﬁf; Gsin® 3x dx =

oy = —Eﬁfnﬁl — cosbx dx = —0,

Derivamos término a término y evaluamos en t = 0, la expresion (.10},
para llegar a
u,(x,0) = 16sen(4x) = £, 2nb,senlnx)

= Inb, = EJ.?rllfln sin4dx sinny dx,
n = i

esta integral vale cero para n =4, por tanto
T

2 16
2-4-!14:—[ lﬁsin:4-xdx:—[1 —cos®Brdr=16=8h, =16 = h, = 2
T 3
0 0

La solucion es
ulx, £) = 8zin 2x cos 4+ — Gzin 3x cos 6¢ + 2sin 4x sen 8¢

La figura 4.3 muestra el comportamiento de la funcién ulx,t} cuanto

Figura 4.3. Ecuacion de onda del ejemplo 4.2 cuando t=0.8
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4.2 Cuerda vibrante con extremos libres.

Los problemas que estudiaremos en esta seccién son muy similares a los
de la seccién anterior, sin embargo, se introduce una pequefia modificacion en
las condiciones de frontera, en la seccion anterior se consideraban los extremos

fijos, es decir, la funcion solucién u(x. t) vale cero en los extremos del intervalo
considerado. A continuacion, se resuelven problemas que cambian esta condicién
por una que anula la derivada parcial con respecto a la variable espacial en los
extremos del intervalo.

4.3 Ejemplo. Solucionar el problema de ecuacién de onda

52 52 (4.12)

T T

F_gﬁ’ Dox=2 t£=0 (EDP)

w,(0.8) =0, u,(2.6) =0, t=0 (CF) (4.13)
(4.14)

ulx,0) =2x —x%,  wx0l=1 0=<x=<2 (Cl)

Empleamos de nuevo el método de las variables separables, asumimos
que la solucién es de la forma: ulx.t) = X(x)T(t). La EDP (4.12) implica la
expresion XT" = 9X"T,

de esta ecuacion se sigue:
" (4.15)

La ecuacion {4.15) y las CF {4.13) conducen al problema regular de
Sturm-Liouville

X'+AX =0 0<x<2 X =0 X@ =0 (4.16)

en el primer capitulo, ejemplo 1.50, se enuncian sus eigenvalores: iy, =10

y 4, =——Yy sus eigenfunciones:
R =1y = cns{ﬂ'_ﬂ), n=123"
Al emplear los eigenvalores en la expresion (4.13) se obtiene la EDO de
segundo orden en términos de la variable temporal: T" + 94, T =0, para 1, =10

esta expresiéon quedaT" =0 = T,(t) = ﬂ + M y para los otros eigenvalores se



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES D E LA FISICA MATEMATICA

tiene T" +94,T=0 e T" +( )r—n:r{ﬂ_n cos 2 4 p sm—t

Como uflx.t} =%7_, X, T, entonces la solucién viene dada por la féormula:

u{x, t:l :?_'_E _,a, cos (r':' )ED (!r!:.':r) E'nr+ E L'[J EDS( nwx )Sm(!n:r:r)

evaluando la solucién en t = 0 y utilizando la primer Cl de {4.14) se tiene
u{x-l U:] = 21— - x: = % + E;:Lﬂi’! EDS{F!:.E)a

en otras palabras, debemos calcular la serie de Fourier de cosenos de la
funcién 2x — x* en el intervalo [0, 2], esto se realizo en el ejemplo 3.24 donde se

g[l—1im+ J.]

4
obtuvo ay =7, ap = ———

Finalmente derivamos ulx,t) término a término con respecto a t,

evaluamos en £ = 0 y obtenemos

uex, 0) = 1 = 24 T 00 coq(22),

hallamos otra serie coseno Fourier:

nmhy,

bo =1 J; 1dx =2 [y cos (") dx =0 = b, = 0.

La solucion buscada es

ulx, t) =§ +E+ E:ﬂw cos (E) cos (!nﬂ.—:r).

La figura 4.4 muestra el comportamiento de la funcién u(x.t} cuanto
t =08
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25

o5

05

Figura 4.4. Ecuacién de onda del ejemplo 4.3 cuando t=0.8

A continuacién, realizamos un ejercicio muy similar al anterior, en el cual
las condiciones iniciales son combinaciones lineales de las eigenfunciones, y por
tanto la solucion no presenta una serie infinita.

4.4 Ejemplo. Resolver el problema de valores iniciales con condiciones de
74 frontera

a? a2 417
W “u
F_gﬁ’ D=x=2 t=0 (EDP)

(0.t) =0, (26 =0, t=0 E 4.18
. i (CF) 419

ulx,0) =3 — 2cos(Omx), u (x,0) = meos(3mx), 0<x<2 (Cl)

En su estructura este ejercicio es muy similar al ejemplo 4.3. Podemos
repetir el procedimiento del ejemplo anterior para decir que la solucién viene dada

por ) =% 4 B3, con () o () 4 24 35, con () s ()

Como antes evaluamos en t = 0 y empleamos la primer Cl de (4.19} para
obtener

nRX

ulx,0) =3 — 2cos(5mx) = % + X7, a, cos (T) .



INTRODUCCION A LAS ECUACIONES D E LA FISICA MATEMATICA

Por la ortogonalidad de las eigenfunciones, todos los coeficientes de la
serie coseno de Fourier se anulan excepto dos, a saber, el primero y el décimo:

ag = %fnz{a — 2cosSmx)dx = 6, ayp = %fD:{E — 2cosdmx) cosdmx dx = —

2 _I:: cos-(Gnxldx =a;, =— J::{'L + cos 10mx)dx = —2,

Todos los demas &, = 0.
Al derivar ulx, t} término a término con respecto a t, evaluarent =10y

emplear la segunda Cl de (4.19] se tiene:

u(x, 0) = meos(3mx) = L+ T by os (BEX)
’ 2 n=1" . .

recordemos que

anm by,

=2 [7 wcos(3mx) cns(E)n’x, todos los b, son cero (por la

ortogonalidad de las eigenfunciones) excepto &;, hacemos n = & en la ecuacién
anterior:

Oxh; = ‘J’EJ:: cos-(3mxldx = ;—T_IFD:{'J. + cos{Gmx)jdx =w = by = i,
de manera que la solucion del problema es

1
ulx, t) =3 + EEDS{ETEI] sin(9mt) — 2 cos(5mx) cos(15mt).

4.3 Cuerda vibrante con otros tipos de condiciones de frontera.
4.5 Ejemplo. Solucionar el problema de ecuacion de onda

sy s (4.20)

Tw_d7d .

32— a2’ D=x=1 ¢t=0 (EDP) w)
(0.0 =0, wull.£)=0 t=0 CF :

- ‘ (CF) (4.22)

-—

ulx,0) = u.(x,0) = 4ncos {51) — 2mcos (HTI) . D=x=1 (Cl

Empleamos el método de variables separables, sea: ulx.t} = X{x)}T(t).

La EDP (17) implica XT" = X"T, por consiguiente,
" (4.23)
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La expresion {4.23} y las CF (4.21} conducen al problema regular de
Sturm-Liouville

¥ +AX =0 0<x<1, X0 =0 X1 =0 (4.24)

(2n-12g2

El ejemplo 1.51 nos dice que los eigenvalores son: 4, = ——z ysus

eigenfunciones:

X, (x) = cns(w), n=123

La expresion (4.23} y los eigenvalores implican la EDO de segundo orden
en la variable t:

T"+iT=0&

T + (I:i’!"—].l.'.'.')_ T=0> Tﬂ':t:] =a, I:Dslfi’!—nj.l.':t+ bﬂ Siﬂlfi’!—nll.':'t.

Como ulx,t} =%7_, X, T, entonces la solucion es:

2 1r. P 1RE - 1wt (425)
u(x,t) =I5y cos( %) (ap cos T2 + by sin )
76 Para obtener los coeficientes que aparecen en la solucion dada por (4.25)

aplicamos el resultado de la serie generalizada de Fourier, teorema 3.26. De
esta manera:

(x.0) ~ ({2?1 — 'J.j'.lrx)
ulx,0) =m = Enﬂcns—:nﬂ: TR =
n=1 2 fDLch:(-{*—‘]—'n L ﬁx] dx

[ cos (g in —7'1. n:r:J dx 2(—1)m+1
0 2

n-—-1

2

] =

4'—].":_'

=a .
in-1

n

Siguiendo el mismo razonamiento calculamos los coeficientes &,.

Derivamos respecto a t la ecuacion (4.25), hacemos t = [, se obtiene:

— &m=1

u; (x, 0) = 4mcos (5;:] — 2mcos (!%) =x= ':n_:':b" cos (':ﬂ:hn)

por tanto,

(2n — 1)mh fnl (%n:u:u:us (%] — Zmcos (3%)) cos (ih__zl.m_x} dx (4.26)

T
2 JFDL-:DS:(E—L_H me]d:r

2
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todos los coeficientes b, son iguales a cero excepto dos, a saber, n =2
yn =3
Sin =2 = (4.26) equivale a

Eﬂ'bz

-
=

= —4"11'_r cos (En] dx = —2x = b, = —g.

Sin =3 = (4.26) implica @— Sﬁf cos- (sn)dx—ihrzibg__

Al reunir todo esto se obtiene la solucion del problema:

ulx.t) = z ki I}ML cos ([zﬂ _zl}ﬁx)cus (—[Zﬂ _El}ﬁt)

16 (Snrx) (Sﬁt) 4 (311'_1.’) (31;&)
+5cns 5 5en > —Ecns > 5en > )

La figura 4.5 muestra el comportamiento de la funcién ulx, t)

cuanto t = L2,

ast2 77
_._ 30

-30

Figura 4.5. Ecuacién de onda del ejemplo 4.5 cuando t=1.2



CHRISTIAN NOLASCO SERNA - NELSON AFANADOR GARCIA - CESAR AUGUSTO LOPEZ CASTRO

4.6 Ejemplo. Resolver el problema de valores iniciales con condiciones de

frontera
*u 2%
—=—., O0=x=mwm t=0 (EDP)
s dxs
u(0,£) =0, 2ulm.t) +u,(m.8) =0, t=0 (CF)
ulx,0) =senx ulx0 =1 0O=x=n (CI)

Utilizando el método de las variables separables asumimos

ulx,t) =X(x)T(t). La EDP (4.27) implica XT" = X"T, de esto se sigue
" {4"3[']

La identidad (4.27} junto a las CF {4.28) originan el problema regular S-L
X' 41X =0 0O<x<m X(0) =0 2X(x) +X(x) =0 4.31)

g El ejemplo 1.52 demuestra que si =, representa la i-ésima raiz positiva
7

de la ecuacion taniz) = —%, entonces los eigenvalores son: i, = i—' y sus
eigenfunciones:

Xy () = sen(%), n=12,3

Las primeras cinco soluciones de la ecuacién ~ tan(z) = —=  son:
z, = 2.73151, z, = 5.55888, z, = 5.40104, z, = 11.4958, z, = 14.5440

Las primeras cinco eigenfunciones son:
¥, (x) = 5en(0.86947x), X, (x) = sen(1.76945x),

% () = 5en(2.70278x).  x, (x) = sen(3.65923x),

X;(x) = 5en(4.62979x), la expresion (4.27) y los eigenvalores dan lugar
ala EDO

I"+iT=0=T" +i_':;T =0=>T,@® = nﬂ-:cus(x.'jjr) + bﬂsen(xl'jjr),
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Por tanto, la solucién es

IpX Zqt zZ,t
ulx,t) = Z sen (L) (nn cos—— + by, sini]
™ ™ ‘JI

n=1

(4.32)

Los coeficientes de la expresion (4.32) se obtienen a partir de la serie
generalizada de Fourier, teorema 3.26.

= - .
ulx, 0) :semzznﬂseﬂ(ﬁ) Sa, = X SEHIEEH{R_ )n’:::

! T . (X
] 2 I, sen® (%) dx

Los primeros cinco coeficientes son  a; = 0.917306, a, = 0.181729,
ay = —0.076838, o, =0.043494, p., = —0.0279201.

Ahora derivamos respecto a t la expresion (4.32) y hacemos t = 0 para
obtener:

T E X
5ED |_r—l_E—_,Idx

B B J

- = Znbln ZpX Zpln o
Hr{x; U] =1= n=1 EEﬂ{ ) = = T -.r.r. P
" " " J seu-_—l-—l_: Jdx

o
J-H'T 5ET I_r'v—'ll_if:ldx 79

FTe L FYESTER! .
n —l'_: _I" BENn- _—l-—_: Jdx

Los primeros cinco coeficientes son:
b, = 142383 b, = 0.04686, b; =0.13158, b, = 0.02387,

by = 0.04046.

Al escribir la expresion (4.32) en forma expandida se tiene:
ulx,t) = 2en(0.86947x) (0.917306 cos(0.86947t) + 1.42383 sin(0.86947t))

+sen(1.76945x)(0.181729 cos(1.76945¢) + 0.04886 sin(1.769452) )+
zeni(2.70278x }{—0.076838 cos(2.70278¢) + 0.13158 sin(2.70278£))

+sen(3.65923x)(0.043494 cos(3.65923¢) + 0.02387 sin(3.55923¢))

+sen(4.62979x)(—0.027901 cos(4.62979¢) + 004046 sin(4.62979¢))
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Ejercicios.
1.
ejercicio 23 del capitulo 1 le puede ser de utilidad)
8u & u
Fyr el
dt- dx=
u(0,t) =0, wll.t)=0 t=0

Generalice el ejemplo 3.1, es decir, resuelva el problema (el

Q=x=L ¢t=0

X, si OD=x ::If
ulx,0) = L “, ulx,0l=1, 0=<x<L
L—x, si-=x<=L
2. Solucione el problema de valores iniciales con condiciones de
frontera
#u  8u 0 L 0
—=—, D=x=1 t=
at- dx=

u(0,8) =0, u(l,£)=0, t=0
ulx,0) = 5sen(3mx) — 8sen(6mx), u (% 0) = 12sen(dmx). 0 < x < 1,

3. Resuelva el problema
8% u 8% u

=0 —-,
gt Ax?
u(0,£) =0, wlm.tl=0, =0

D=x=m t=10

™

T
——=x st O=x=—
wlx,0) =42 - 2 u.(x,0) = Gzen(2x), D=x=<m
0, si-=x=m
2
4, Solucione el problema de valores iniciales con condiciones de
frontera
8 u 8 u
=0—7, Dx<x =<2, £=10

= gx2’
w8 =0, ull,t)=0, £=0

a, si D=x=1 _
u{x,ﬂ]l—{L ilered w0 =x, O0=x=<2
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5. Generalice el ejemplo 3.3, esto es, encuentre la solucion del
problema (el ejercicio 24 del capitulo 1 le puede ser de utilidad)
8°u  _#u
ez S o
ot- dx-
u,(0,8) =0, u,Lt)=0, t=0
ule,0) =Ly —x%, wdx.0) =1, 0<x<L

Q=x=L t=0

6. Resuelva el problema de valores iniciales con condiciones de
frontera

T =%z 0=zx=1 ¢t=10

u (0,6 =0, u,(1,£)=0, t=0

ulx,0) = —4 +8cos(mx), u,(x0) =5mcos(dnx), 0=x =1,

7. Solucione el problema
8% u . 8 u . .
=4—, O=x<m t=
9tr - ax? ren

u, (0,8 =0, wu,(mt) =0, £=0

ulx,0) =2senx, u v 0l=nm-x 0<x<mw

8. Generalice el ejemplo 3.5, es decir, resuelva el problema (el
ejercicio 25 del capitulo 1 le puede ser de utilidad)
8% u 8t u
32 - C e’ Deox=l, t=10

w,(0,8) =0, wll.£) =0, £=0

ule,0) =m  ulx0) = ‘hrcu:us(s,%) —2??:::::5(!,%), 0=x=L

A ks

9. Solucione el problema de valores iniciales con condiciones de
frontera
B u 8 u
327 :‘Pﬂx_f’ Q=zx=m t=10

u,(0,8) =0, ulm,t) =0 ¢t=0

ulx,0) = 2cos (!%] — Bcos (?) udx,0l=x, 0O=x<m
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10. Resuelva el problema
8 u 8% u
n = g_n-'
ot- dx=
ulD,£) =0, wu,(1£) =0, t=0
ule,0) =1 —x wlx0=1 0O0=zx<l1

D=x=1, t=10

1. Resuelva el problema de valores iniciales con condiciones de
frontera. Escriba explicitamente las primeras cinco funciones de la solucién
(puede seguir las ideas del ejemplo 3.6)

8 u  8u
gtz ax®’
ul0D,£) =0, ullt)—u,(1,6) =0, £=0

O=x=1 ¢t=0

ulx,0) =%, w(x0=1 0=x=1.
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CAPITULO 5

5. Ecuacion del calor.

En este capitulo se va a estudiar la distribucion de temperatura a lo largo

de una barra de longitud uniforme L con superficie aislada, sin generacion de
calor y sujeta a ciertas condiciones de frontera y condiciones iniciales. Para

describir el problema, supongamos que la funcion T{x.t) (0 <x<L0D=t)
representa la temperatura en el punto x de la barra en el tiempo t. Dada la

distribucién de temperatura inicial de la barra T(x,0) = f(x}, nos preguntamos
por la temperatura variando la posicion y el tiempo. En las siguientes secciones
se desarrollan varios modelos de transferencia de calor a través de la barra
variando las condiciones de frontera.

5.1 Ecuacién del calor con extremos fijos (caso homogéneo).

Supongamos que la funcién de temperatura T verifica la ecuacion del calor

(2.22)
(5.1)

a°T - 3°T

¥:ca__r:,ﬂ=:x=:.t,t:=-ﬂ (EDP)
T(0,t) =0, TLtl=0 t=0 (CF) (5.2)
T(x,0) = f(x) (Cl) (5.3)

Para solucionar este problema se usa el método de separacién de
variables. Supongamos que las soluciones tienen la forma

T(x.t) = X(x)¥ () (5.4)
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Al sustituir la ecuacion (5.4) en la EDP (5.1) y al separar las variables se
obtiene::

Ellado izquierdo de la anterior ecuacion depende de t mientras que el lado
derecho depende de x, por tanto, para que se tenga la igualdad los dos términos

deben ser iguales a la misma constante, que denotaremos —i, obteniendo la
expresion:
o (5.5)

A partir de la ecuacién (5.5), es posible generar dos ecuaciones

diferenciales ordinarias
X —i1x =0 V' —ic*¥ =10 5.8)

Separando las variables en las condiciones de frontera (5.2) se logra

() =0 x(L)=0. (5.7)
84 Al combinar (5.6) con (5.7) se genera el problema con valores en la frontera
¥'—ix =0 X0 =0 XxL)=o0 (5.8)

La EDO (5.8) es precisamente el problema regular de Sturm-Liouville

analizado en elejemplo 1.49, sus eigenvalores son 4, = n* y sus correspondientes

eigenfunciones, salvo multiplos constantes, son
- (5.9)
X, (x) =sen{—x), n =1,2,3,.

Al sustituir los valores de 4 en la ecuacién diferencial para la funcion ¥, es

posible generar la ecuacion diferencial lineal de primer orden
, . (5.10)
¥V'4 () T=0
La solucion general de la ecuacion (5.9) es
2 5.11
V,(£) = bpe~tf, n=123 (5.11)

donde, A, = c—,n=1,23,-
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Por lo tanto, en virtud de las soluciones (5.9) y (5.11) y el principio de
superposicion, la solucién de la EDP (5.1) es de la forma

T(x.t) = Z b4 sen (nl_vrle . (5.12)
n=1

Con el objetivo de calcular los coeficientes &, procedemos a reemplazar

el valor t = 0 en la serie (5.12), ademas al usar la condicién inicial (5.3), se tiene
que

T(x.0) = i b, sen (nl—nx) (>13)
n=1

Al aplicar la serie de senos (3.17) a laigualdad (5.13) se tienen los valores
. (5.14)
b, = :J‘ () senEn’x
n=7 ) f I

5.1 Ejemplo. Resolver el problema de valores iniciales con condiciones de
frontera

sr  atr (5.15)
¥=¥,U{x{mt>ﬂ (EDP)
T(.t) =0, Tlmt)=0 t=0 (CF) (5.16)
T, 0) = 200 (Cl) (5.17)
A partir de la (5.12), se tiene que
T(x.t) = Z .!Ji,!.s-"”:r sen(nx),
n=1
donde,
2 400(—(—1)" + 1 (5.18)

b, =:J‘ 200 sennx dx =
T
]

T
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La figura 5.1 muestra el comportamiento de la temperatura para diferentes

valores de .

—t=0.5
45 F |[——=1.5

— {2

tempemtura ("c)
&

=
15 |
10+ —
e T
.-"--_.- -\--\-1\'
Hi ’__f_.-/ H""M‘_
L= T~ .
1 '
86 a a5 1 15 2 25 3 35
Espacio (cm)

Figura 5.1. Curva de la temperatura del ejemplo 5.1

5.2 Ejemplo. Resolver el problema de valores iniciales con condiciones de

frontera
't @'t (5.19)
¥=¥,D=:x=:1,t::-ﬂ (EDP)
70,0 =0, TLO=0 t=0 cr 620
T(.0) = x cn &2
A partir de la (5.12), se tiene que
T(x.t) = z bne'”:ft sen (nmx),
n=1
donde,
(5.22)

T 2
b, = 2 [, x sen(nmwx)dx = (-1 —
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La figura 5.2 muestra el comportamiento de la temperatura para diferentes

valores de .

=]
[is]

temperatura c)
[=] (=] [=] [=] [=] [=]
(5] Y n m B -]
. :

=]
ka
T

01r

a 0 oz 03 04 a5 as arF [iF:] 08 1
Espacio {cm)

Figura 5.2. Curva de la temperatura del ejemplo 5.2

5.3 Ejemplo. Resolver el problema de valores iniciales con condiciones de
frontera

a?r  a?r (5.23)
5 Taz 0<x=l1t=0 (EDP)

TO.£) =0, T =0 ¢t=0 (CF) (5.24)
T{I,U] =g ¥ (C|) (525)

A partir de la (5.12), se tiene que

T(x,t) = Z bﬂg‘”:"":r sen(nmx),
n=i

donde,
n =2 | e sen(nmx)dx = {E{‘E:ﬂ: D Twne T

o
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La figura 5.3 muestra el comportamiento de la temperatura para diferentes

valores de ¢t.

08

aBr

[=] =] =] =]
= in m =1

temperatua 'c)

=]
w
T

oz

L] 04 as 08 or 0B a8 1
Espacio (cm)

Figura 5.3. Curva de la temperatura del ejemplo 5.3
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5.2 Ecuacion del calor con extremos fijos (caso no homogéneo).
Considere el problema de conduccion del calor

. . (5.27)
L=t 0<x<L t=0 (EDP)
T0.6) =T, TLE =T, t>0 (CF)
T(x,0) = f(x) )

El anterior modelo es no homogéneo cuando T; y T- son ambos no nulos.
Para solucionar la EDP (5.27), encontramos que la funcion

-

T,(x) = 2 0xaT,

verifica las condiciones de frontera (5.28). Al sustraer la funcion T,{x)
de la condicién inicial (5.29) se genera el problema de conduccién de calor
homogéneo
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. . (5.30)
=il 0<x<L t=0 (EDP)

TO.t) =0 Tt =0 t=0 (CF) (5.31)
T(x,0) = f(x) — T,(x) Cl) (5.32)

Acorde con la serie (5.12) la solucién del anterior problema es

T.(x,t) Zbe zen LI)

donde,

1 nwx
X+ TL)SEHT dx

o

Por lo tanto, la solucién de (5.27)-(5.29) es
Tix.t) =T (x. t) + Tz, t) (5.33)

5.4 Ejemplo. Resolver el problema de valores iniciales con condiciones de 89

frontera
N 5.34)
a—r':;,ﬂc:xc:mr:}[] (EDP)
T(0.0) =0, T(mt) =100, t=0 (CF)  (©39
T(x,0) = 100 (Cl) (5.36)
La funcién T,(x) =2« donde
2 ']_EIEI 200
by, :—j{lﬂﬂ ——x)sennx dx = —
m m niw

]

Finalmente, por (5.33) la solucion es

100x 200 v sen nx .
T(x.t) = +—Z o
T

g
n=1L

n
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La figura 5.4 muestra el comportamiento de la temperatura para diferentes

valores de &

100
— =05 o
ag b |—t=1.5 /’F://
T .»//
80 /,/
70 P
e 60
]
-}
5 50
=]
(=8
§ a0l
30 //
20 /
1wl /
i i ;
0 05 1 5 2 25 3 35

Espacio (cm)

Figura 5.4. Curva de la temperatura del ejemplo 5.3

5.5 Ejemplo. Resolver el problema de valores iniciales con condiciones de
frontera

L (5.35)
aj:'r=':%, Dex=m t=10 (EDP)

{0, = 100, T(mt) =0, t=0 cr (536
I(x,0) = x cn 430

La funcion T, (x) = 100 — gx donde

2 100 2(—m(—1)" — 100)
b, :—J‘{x—{lﬂﬂ ——=x))sennxdx =
m mw nir

D

Finalmente, por (5.33) la solucion es

T(x.t) = (100 — 10;13:] +Z 2D 2 100) e oo

nr

==

n=1L
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La figura 5.5 muestra el comportamiento de la temperatura para diferentes

valores de .

— 0.5
ao | t=1.5 g

tempertura (c)
o0
[=]

30 |

10

1] 05 1 15 2 25 3 35
E=spacio (cm)
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Figura 5.5. Curva de la temperatura del ejemplo 5.5

5.3 Ejercicios.
1. Solucione el problema de valores iniciales con condiciones de frontera
8 u  _8u
— =i,
at =
u(@0,8) =0, ull.t) =0, t=0

0=x=L ¢t=0

L
X, 5 0=x<-

ulx,0) = ! 2 pex<lL
L—x, 5EE::_1'::I.

2. Solucione el problema de valores iniciales con condiciones de

frontera
du  #u 0 . .
- == = =1, t=
3t dx° *
u(0,8) =0, w(l.t) =0, t=0

ulx, 0) = Ssen(3wx) — 8zen(fmwx). D x = 1,
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3. Resuelva el problema

8 u . 8% u 0 0
—= , D=y =m t=
gt Bt e
u(0.8) =0, ulr.t)=0, t>0
% - x sio D=x= 3
ulx,0) =4~ - -, 0=<x<m.
, sio=x=wW
4, Solucione el problema de valores iniciales con condiciones de
frontera
o 9 o 0 2 0
—-— = s D=x =2, t=
ot gx° *
uw(0.8) =0, ull.t) =0, t=0
a, si 0D=x=<1
H{x’m_{l, silex<2’ O0=F<Z
5. Solucione el problema de valores iniciales con condiciones
de frontera
8 u . 8 u . .
—=4—, O=x<m t=
gt ax° e

u,(0,8) =0, ulm,t) =0, £=0

ulx,0) = 2cos (gg) —Ecus(?%), 0= x =<
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