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PRÓLOGO 

Este libro ha sido escrito como el resultado de un conjunto de ideas que con 
el tiempo han sido importantes en la enseñanza de las matemáticas en cur-
sos de cálculo vectorial y análisis numérico en la universidad Francisco de 
Paula Santander seccional Ocaña. El estudio de las ecuaciones diferenciales 
ha sido un área de las matemáticas que ha sido relevante durante 300 años 
y es parte fundamental en las herramientas para comprender las ciencias 
físicas. En este libro, nos ocuparemos de las series de Fourier en el contexto 
del modelamiento de fenómenos térmicos que hacen uso de la ecuación del 
calor. Este texto está, dirigido a estudiantes que inician su estudio de asig-
naturas del núcleo básico profesional en carreras de ingeniería y estén fami-
liarizados con los conceptos del cálculo y el algebra elemental. En el primer 
capítulo se presenta la deducción matemática de la ecuación del calor, en el 
segundo capítulo los elementos introductorios a la teoría de Fourier. El ter-
cer capítulo introduce la teoría de Sturm-Lioville para solucionar ecuaciones 
diferenciales ordinarias. El ultimo capitulo relaciona los capítulos anteriores 
para solucionar la ecuación del calor en diferentes contextos. Es importante 
resaltar que se introducen una variedad de ejemplos explicativos sobre los 
conceptos expuestos. Al final del libro un apéndice con algunos algoritmos 
de los ejercicios desarrollados a lo largo del libro. 

                           Christian Nolasco Serna
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MODELAMIENTO MEDIANTE ECUACIONES 
DIFERENCIALES 

Varias ideas en las matemáticas son desarrolladas en el marco de las cien-
cias físicas, y las ecuaciones diferenciales permiten adecuar un lengua-
je adecuado para formular esa idea. Al contrario, desarrollos en las mate-
máticas permiten desarrollar nuevos avances en la ciencia. A través de los 
años matemáticos y científicos extienden sus metodologías para incluir la 
mayor cantidad de áreas de la ciencia y la tecnología, con lo cual ha sur-
gido un paradigma conocido como modelamiento. Un modelo matemático 
es una ecuación, o un conjunto de ecuaciones, cuyas soluciones describen 
el comportamiento físico relacionado con sistemas físicos, por ejemplo, las 
ecuaciones de Maxwell están fundamentadas en fenómenos electromagné-
ticos. En general, un modelo matemático es una descripción simplificada que 
expresa la realidad en términos matemáticos. El modelamiento matemático 
involucra observación, selección de variables relevantes, formulación de las 
ecuaciones, análisis de las ecuaciones y simulación, y finalmente, validación 
del modelo y predicción. 

1.1 Modelamiento para la conducción del calor. 
Supongamos que una cantidad de energía calórica se encuentra en una re-
gión R en el espacio flotando, sea T(x,y,z,t) la función de temperatura en fun-
ción de tiempo t y el punto (x,y,z) en R. Se asume que la región es homogénea 
y caracterizada por una constante de calor específico c y una constante de 
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densidad μ. Supongamos que una bola B de tamaño infinitesimal esta con-
tenida en R. Al aplicar el principio de balance de energía que asegura que 
la razón de cambio total de la energía calórica en B debería ser igual a la 
razón de cambio del flujo atreves de la frontera en adición de la energía 
generada en las fuentes de B. La cantidad total de calor en un pequeño 
volumen dV=dxdydz es c μTdV, por lo tanto la cantidad de energía calórica 
en B esta dada por la integral en varias dimensiones

𝐶𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 𝑐𝑎𝑙ó𝑟𝑖𝑐𝑎 𝑒𝑛  𝐵 = ∭𝐵 𝑐 𝜇𝑇𝑑𝑉.

Al asumir que el calor generado por fuentes está dado por la función f(x,y,z,t), 
donde fdV es la razón a la que el calor es generado en fdV; por lo tanto, la ra-
zón a la cual el calor generado en la totalidad de B es

Cantidad de energía calórica producida en B = ∭B fdV.

Es importante resaltar que f tiene unidades de energía por unidad de volu-
men, y por unidad de tiempo. A continuación, se introduce el campo vecto-
rial que representa el flujo de calor ψ(x,y,z,t); su dirección corresponde a la 
dirección del flujo en la posición (x,y,z) en t. La razón a la que el flujo cruza 
un elemento de superficie dA orientada por el vector normal n es ψ∙ndA. En 
consecuencia, la razón de cambio de la energía cruzando la frontera de B, 
denotada es ∂B la integral de superficie

∫∂B ψ∙ ndA.

Por lo tanto, la ley de balance es 

					     				    (1.1)

Al aplicar el teorema de la divergencia a la ley (1.1), permite representar la 
integral de flujo como una integral de volumen. 

d/dt ∭B c μTdV = -d∭B div(ψ)dV+∭B fdV
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Ahora al colocar la derivada del tiempo bajo el signo de la integral en el lado 
izquierdo y finalmente organizando lo términos bajo una integral de volumen 
se genera 

	 	 	 ∭B (c μTt+ div(ψ)-f)dV = 0

Ya que la ley de balance de energía se verifica para cada esfera B en el inte-
rior de R, entonces es posible generar la ecuación diferencial

		  c μT_t+ div(ψ) = f					     (1.2)

Para todo t y todo (x,y,z) en R. La ley de conducción del calor de Fourier ase-
gura que 

				    ψ = -κ ∇(T) 				    (1.3)

La constante de proporcionalidad representa la conductividad térmica. Al 
sustituir la (1.3) en (1.2) y usando la identidad div(∇(T)) = Txx+Tyy+Tzz, se genera 
la ecuación del calor en tres dimensiones 

			   c μTt-κ(Txx+Tyy+Tzz ) = f				    (1.4)

Finalmente, al organizar la ecuación (1.4), se genera la ecuación de la con-
ducción del calor

			   Tt-α(Txx+Tyy+Tzz) = [1/(c μ)] f  			   (1.5)

donde la constante α = κ/(c μ) es conocida como constante de difusividad.

Asumiendo que se tiene el fenómeno físico de transferencia de calor en una 
barra de longitud L en una dimensión sin fuentes internas de generación de 
calor, (1. 5) tiene la forma

			   Tt = αTxx,         0 < x < L				    (1.6)
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A continuación, vamos a listar un conjunto de modelos de conducción de ca-
lor que serán desarrollados a lo largo del trabajo.

Ejemplo 1.1.  El modelo matemático que describe el modelo físico de con-
ducción de calor en una dimensión sin generación de calor, con limites late-
rales aislados, y temperatura definida en la frontera es

	 Tt (x,t) = αTxx (x,t),   0 < x < L,    t > 0	 			   (1.7)	

	 T(0,t) = h(t),     T(L,t) = g(t)        t > 0				    (1.8)

	 T(0,t) = f(x)                      0 < x < L 				    (1.9)	
	
La igualdad (1.8) representa las condiciones de la frontera y (1.9) representa 
la condición inicial.

Ejemplo 1.2.  El modelo matemático que describe el modelo físico de con-
ducción de calor en una dimensión sin generación de calor, con limites late-
rales aislados, y flujo de calor en la frontera es 

	 Tt(x,t) = αTxx (x,t),   0 < x < L,   t > 0				    (1.10)

	 Tx (0,t) = h(t),     Tx (0,t) = g(t)    t > 0		  		  (1.11)

	 T(0,t) = f(x)                      0 < x < L				    (1.12)

La igualdad (1.11) representa las condiciones de la frontera y (1.12) represen-
ta la condición inicial.
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SERIES DE FOURIER 

Es bien conocido que una función con infinitas derivadas  puede ser expresa-
da en una serie de Taylor alrededor de un punto  en un intervalo definido. La 
serie tiene la forma

									         (2.1)

donde los coeficientes  

Cuando ciertas condiciones se verifican, entonces la serie de la ecuación (2.1) 
converge punto a punto en un intervalo abierto centrado en . En este capitu-
lo se estudia un tipo diferente de expación, que es particularmente útil para 
estudiar la ecuación del calor y que puede ser definida para funciones con un 
grado menor de suavidad.

2.1 El método de Fourier 
La serie de Fourier es una expresión de la forma
									         (2.2)

donde L es un numero positivo y 𝑎0, 𝑎𝑛 y 𝑏𝑛  son coeficientes constantes.
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2.1 Definición. Una función T definida sobre R  es llamada periodica si 
existe un número P>0 tal que

	 𝑇(𝑥+𝑝) = 𝑇(𝑥) 		  Para todo 𝑥 en ℝ.

El número más pequeño P con la anterior propiedad es llamado el periodo 
de T Es claro a partir de la definición 2.1, que una función periódica también 
satisface
      
	 𝑇(𝑥+𝑛𝑝) = 𝑇(𝑥)	 Para cualquier entero 𝑛 y todo 𝑥 en ℝ.

2.2 Ejemplo. Las funciones sen (x) y cos (x) son funciones con periodo 2𝜋, 
ya que para todo x en R

		  𝑠𝑒𝑛(𝑥+2𝜋) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥),
		
		  𝑐𝑜𝑠(𝑥+2𝜋) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥).

Las funciones  cos                y  sen             que aparecen en  (2.2) tienen periodo 2L, 

ya que para todo entero positivo n=1,2,....,

								        	 (2.3)

									         (2.4)

Al partir de (2.3) y (2.4) es natural asumir que la función T tenga periodo 2L 
para que exista la serie de Fourier (2.2) asociada. Para calcular la serie (2.2) 
se hace necesario calcular los coeficientes 𝑎0, 𝑎𝑛 y 𝑏𝑛, ademas investigar la 
convergencia de la serie.

Mediante un calculo directo es posible verificar
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									         (2.5)

					   
									         (2.6)

									         (2.7)

									         (2.8)

Suponiendo que (2.2) es formalmente una igualdad, al integrar termino a ter-
mino sobre el intervalo [-L,L] y usando (2.5) se obtiene
    

									         (2.9)

Al multiplicar (2.2) por                ,   intengrando la expresión en el intervalo              
 [-L,L],  y teniendo en cuenta (2.6), (2.7) y (2.8), se observa que todas las inte-
grales del lado derecho se anulan con la excepción cuando el índice de suma-
ción n=m   Lo anterior permite definir

									         (2.10)

Finalmente, al multiplicar (2.2) por                         y repetir el procedimiento 
anterior se genera

									         (2.11)

     Las cantidades 𝑎0, 𝑎𝑛 y 𝑏𝑛  definidas por (2.9), (2.10) y (2.11) serán llamadas 
los coeficientes de Fourier de T.
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2.3 Definición. Una función T se dice continua por partes en un intervalo 
[a,b], si es continua en todos los puntos del intervalo [a,b] salvo en un con-
junto finito donde se presentan discontinuidades de salto; lo anterior indica 
que un punto de discontinuidad x, la función tiene diferentes limites latera-
les 𝑇(𝑥+) y 𝑇(𝑥−).

2.4 Definición. Si las funciones 𝑇 y  𝑇′ son continuas en [a,b], entonces se 
llama suave sobre  [a,b]. Si por lo menos una de las funciones  𝑇 y  𝑇,  es continua 
por partes sobre [a,b], entonces 𝑇 se dice que es suave por partes sobre [a,b].

2.5 Nota. Si es continua por partes en [-L,L], entonces los valores de T en 
los puntos de discontinuidad no afectan la construcción de la serie de Fou-
rier. Con mayor presición,                          existe independiente de los valores 
asignados a las discontinuidades de la función T

2.6 Teorema de la convergencia de la serie de Fourier. Si T es una función 
suave por partes sobre [-L,L], entonces la serie de Fourier converge punto a 
punto a T(x) , si la función es continua en x. En los puntos de discontinuidad 
de salto el valor de la serie es 

2.7 Ejemplo. Considere la función definida por 

calcular la serie de Fourier asociada a la función T(x).
Al usar (2.9)-(2.11) con L = 1 y la integración por partes, es posible encontrar que
 

Al sustituir en (2.2) se genera la serie de Fourier
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Al usar el teorema 2.6 en el intervalo                  es posible verificar que los va-
lores de la serie del ejemplo anterior son 

La siguiente gráfica muestra el comportamiento de la serie de Fourier en re-
lación con la función T(x). En la simulación, en color azul, se consideran los 
valores de la serie para  n = 7,20,30

2.8 Ejemplo. Considere la función definida por 

calcular la serie de Fourier asociada a la función T(x).
Al usar (2.9)-(2.11) con L = 1 y la integración por partes, es posible encontrar 
que
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Al sustituir en (2.2) se genera la serie de Fourier

Al usar el teorema 2.6 en el intervalo                          es posible verificar que los 
valores de la serie del ejemplo anterior son 

La siguiente gráfica muestra el comportamiento de la serie de Fourier en re-
lación con la función T(x). En la simulación, en color azul, se consideran los 
valores de la serie para  n = 10,20,30.
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2.9 Ejemplo. Considere la función definida por 

calcular la serie de Fourier asociada a la función (T(x)
Al usar (2.9)-(2.11) con L = 1 y la integración por partes, es posible encontrar 
que
 
 

Al sustituir en (2.2) se genera la serie de Fourier

Al usar el teorema 2.6 en el intervalo                    es posible verificar que los 
valores de la serie del ejemplo anterior son 

La siguiente gráfica muestra el comportamiento de la serie de Fourier en re-
lación con la función T(x). En la simulación, en color azul, se consideran los 
valores de la serie para  
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2.2 La serie de Fourier del seno y el coseno
Para alguna clase de funciones, la serie de Fourier (2.2) tiene una forma sen-
cilla.

2.10 Definición. Una función T definida sobre un intervalo simétrico es lla-
mada impar si T(-x) = -T(x)  para todo x en el intervalo; si, por otro lado, T(-x) = 
T(x) para todo x en el intervalo, entonces T es llamada una función par. 

2.11 Ejemplo. Las funciones                                                  son impares. Las fun-
ciones                                                    son pares.

2.12 Propiedades.  (i) El producto de dos funciones impares es par, el pro-
ducto de dos funciones pares es par, y el producto de una función par por una 
función impar es impar.

(ii) Si T es impar sobre el intervalo [-L,L]  entonces
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por lo tanto,

Si T es par sobre el intervalo [-L,L] entonces

por lo tanto,

(iii) Si T es impar, entonces                                  and por, las ecuaciones (2.10) y 
(2.11) y (ii), es posible concluir que an = 0, n = 0,1,2,...;  lo anterior es equivalente 
a que la serie de Fourier únicamente contiene términos de la función seno. 
Similarmente, si T es par, entonces, por 2.12(i),                                 es impar, así 
se tiene 𝑏𝑛 = 0,𝑛= 0,1,2,…, , lo anterior indica que la serie de Fourier de una 
función impar solo tiene términos de la función coseno, además de términos 
constante.

El inciso (iii) de las propiedades 2.12 implica que si T esta definida sobre [0,L], 
entonces la función T se puede extender a una serie del seno de Fourier. Es 
posible construir una extensión de impar T desde [0,L] hasta [-L,L] haciendo     
𝑇(−𝑥) = −𝑇(𝑥) para todo x en [−𝐿,𝐿], 𝑥 ≠ 0, y 𝑇(0) = 0,  Posteriormente, se defi-
ne una función periódica de longitud 2𝐿 extendida desde [-L,L] hasta R, con la 
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propiedad que 𝑇(𝑥+2𝐿) = 𝑇(𝑥)  para todo x en R. Finalmente, la serie del seno 
de Fourier esta definida de la forma

									         (2.12)

donde, acorde a las observaciones (ii) y (iii), los coeficientes están dados por 

									         (2.14)

2.13 Ejemplo Considere la función

Como se indica anteriormente, la extensión de esta función hasta [-1,1] se 
define por 𝑇(−𝑥) = −𝑇(𝑥) para todo x en [−2,2], 𝑥≠0, y  𝑇(0) = 0,  y  La exten-
sión hasta R de periodo 2𝐿 =  4, de la función definida por 𝑇(𝑥+4) = 𝑇(𝑥) para 
todo x en R. Usando en (2.13) con 𝐿 =  2 es posible calcular que

Por lo tanto, 

Por el teorema 2.6, 0≤𝑥≤2,

La siguiente gráfica muestra el comportamiento de la serie seno de Fourier 
en relación con la función 𝑇(𝑥).. En la simulación, en color azul, se consideran 
los valores de la serie para 𝑛 =  20,40,60. 



23

CLAUDIA M. DURÁN CHINCHILLA - CHRISTIAN NOLASCO SERNA - JOSÉ JULIÁN CADENA MORALES

Por la propiedad 2.12 (iii) una función definida sobre [0,𝐿]  puede ser extendi-
da a la serie coseno de Fourier definida por 

									         (2.14)

donde, acorde a las observaciones (ii) y (iii), los coeficientes están dados por 

									         (2.15)

									         (2.15)

2.14 Ejemplo Considere la función
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La serie coseno de Fourier esta definida por

donde, 

La siguiente gráfica muestra el comportamiento de la serie coseno de Fou-
rier en relación con la función 𝑇(𝑥). En la simulación, en color azul, se consi-
deran los valores de la serie para  𝑛 =  3,4,5
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 Teoría Sturm-Lioville

Una clase particular de problemas que involucran ecuaciones de segundo 
orden son esenciales en el desarrollo de la solución de ecuaciones diferen-
ciales parciales. En este capitulo se presenta una caracterización de tales 
problemas, la cual será ampliamente usada en los métodos para solucionar 
ecuaciones.

3.1 Problemas Sturm-Lioville  
En lo que sigue 𝐼 representa un intervalo, que podría ser abierto, cerrado, 
semi abierto, finito o infinito. Las funciones definidas sobre tales intervalos 
se asumen integrables. 

3.1 Definición Sea 𝐶  un espacio de funciones continuas definido sobre un 
intervalo 𝐼  Un operador diferencial lineal 𝐹 actuando sobre 𝐶 se llama simé-
trico sobre 𝐶 si

									         (3.1)

Para cualquier par de funciones 𝑓1 y 𝑓2 en 𝐶  
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3.2 Definición Considere el espacio  de las funciones continuas que son 
dos veces diferenciables sobre [𝑎,𝑏] e iguales a cero en 𝑥=𝑎 y 𝑥=𝑏. Si 𝐹  es el 
operador lineal definido por 

entonces, usando la integración por partes, es posible encontrar que para 
cualquier 

𝑓1 y 𝑓2 en 𝐶, 

Por lo tanto, 𝐹 es simétrica sobre 𝐶 .

3.3 Definición  Sea 𝜌 una función definida sobre 𝐼, con la propiedad que 
𝜌(𝑥)>0 para todo 𝑥 en 𝐼. Dos funciones 𝑓1 y 𝑓2, definidas sobre 𝐼, se llaman 
ortogonales con peso 𝜌 sobre 𝐼 si

		  ∫𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥)𝜌(𝑥)𝑑𝑥 =  0.

Si 𝜌(𝑥)=1 entonces 𝑓1 y 𝑓2 y  se llaman ortogonales. Un conjunto de funciones 
que son dos a dos ortogonales sobre 𝐼 se llaman conjunto ortogonal. 

3.4 Ejemplo. Las funciones 𝑓1(𝑥) = 1 y 𝑓2(𝑥) = 𝑥2 y  son ortogonales con 
peso 𝜌(𝑥) = 𝑥3 sobre el intervalo [−1,1] ya que 
 

      3.5 Ejemplo. Las funciones 𝑓1(𝑥)=1 y 𝑓2(𝑥) = 𝑥 son ortogonales con peso   
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𝜌(𝑥) = cos (2𝑥) sobre el intervalo                     ya que 

3.6 Ejemplo. Las funciones 𝑓1(𝑥) = cos (2𝑥) y 𝑓2(𝑥) = s en (3𝑥)  son ortogo-
nales sobre el intervalo [−𝜋,𝜋].

3.7 Definición. Sea 𝐹 operador lineal actuando sobre el espacio 𝐶 de fun-
ciones definido sobre (𝑎,𝑏) Una ecuación de la forma

	 (𝐹𝑓)(𝑥) + 𝜆𝜌(𝑥)𝑓(𝑥) = 0,         𝑎 < 𝑥 < 𝑏,			  (3.2)

donde λ es un parámetro y 𝜌 es una función tal que 𝜌(x) > 0 para todo 𝐶 en (a,b)
es llamado un problema de eigenvalores. Los parámetros λ para los cuales 
la ecuación (3.2) tienen soluciones no nulas en 𝐶 son llamados eingenvalo-
res; las correspondientes soluciones no nulas son llamadas eigenfunciones. 

3.8 Teorema. Si el operador 𝐹 del problema de eigenvalores (3.2) es simé-
trico, entonces:

(i) Todos los eigenvalores λ son reales;

(ii) Los eigenvalores forman una sucesión infinita 𝜆1<𝜆2<⋯<𝜆𝑛<⋯ tal 
que 𝜆𝑛→∞ cuando 𝑛→∞;

(iii) Las eigenfunciones asociadas con los diferentes eigenvalores son 
ortogonales con peso 𝜌 sobre (𝑎,𝑏).

3.9 Definición. Sea [𝑎,𝑏] un intervalo, sean 𝑝,𝑞 y 𝜌 funciones reales, y 
𝛼1,𝛼2,𝛼3, y 𝛼4  números reales tales que

(i) 𝑓 es continuamente diferenciable sobre [𝑎,𝑏] y 𝑝(𝑥) > 0 para todo 𝑥 
en [𝑎,𝑏];
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(ii) 𝑞 y 𝜌 son continuas en [𝑎,𝑏] y 𝜌(𝑥) > 0 para todo 𝑥 en [𝑎,𝑏];

(iii) 𝛼1,𝛼2 no son cero simultáneamente y 𝛼3,𝛼4 no son cero simultánea-
mente. 

Un problema de la forma 

[p(x)f’ (x)]’ + q(x)f(x) + λρ(x)f(x) = 0,              a < x < b,		  (3.3)

         con condiciones de frontera 

       	 α1 f(a) + α2 f ’ (a) = 0,						      (3.4.)

	 α3 f(b) + α4 f ’ (b) = 0,						      (3.5)

es llamado un problema de eigenvalores regular.

3.10 Ejemplo. El problema Sturm-Liouville 
		
		  f ’’ (x) + λf(x) = 0,                  0 < x < L,

		  f(0) = 0,     f(L) = 0. 

es regular con la siguiente elección de funciones y parámetros: 

	 p(x) = 1,   q(x) = 0,   ρ(x) = 1,   α1 = 1,   α2 = 0,   α3 = 1,   α4 = 0,

sobre el intervalo  [0,L].

3.11 Ejemplo. El problema Sturm-Liouville 

		      f ’’ (x) + λf(x) = 0,                        0 < x < L,

		  f(0) = 0,     f ’(L) + f ’(L) = 0.   

es regular con la siguiente elección de funciones y parámetros: 

	 p(x) = 1,   q(x) = 0,   ρ(x) = 1,  α1 = 1,    α2 = 0,   α3 = 0,     α4 = 1,
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sobre el intervalo [0,L] .

3.12 Ejemplo. El problema Sturm-Liouville 

		  f ’’(x) + λf(x) = 0,           0 < x < L,
		
		  f(0) = 0,     f ’(L) + hf(L) = 0

es regular con la siguiente elección de funciones y parámetros: 

	 p(x) = 1,   q(x) = 0,   ρ(x) = 1,   α1 = 1,   α2 = 0,  α3 = h,   α4 = 1,

sobre el intervalo [0,L].
     

3.13 Ejemplo. El problema Sturm-Liouville 

		  f ’’ (x) + 2f’ (x) + λf(x) = 0,                  0 < x < 1,

		  f(0) = 0,         f(1) = 0.

es regular. Para verificar esto, se multiplica la ecuación por la función e2x y se 
genera la expresión,

	 (e2x f ’ (x))’ + λe2x f(x) = 0,                 0 < x < 1,

donde      p(x) = e2x,   q(x) = 0,   ρ(x) = e2x,   α1 = 1,   α2 = 0,    α3 = 1,   α4 = 0..

3.14 Teorema El operador Ff = (pf’)’ + qf definido en el lado izquierdo en 
(3.3) y actuando sobre el espacio C de las funciones que verifican (3.4) y (3.5) 
es simétrico  C. 

3.15 Colorario Los eigenvalores y las eigenfunciones de un problema 
Strurm-Liouville regular verifica las propiedades del teorema 3.8. 
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3.2 Ejemplos básicos de Problemas d Sturm-Liouville  
      Antes de calcular eigenvalores y eigenfunciones para problemas 
Sturm-Liouville específicos, es necesario deducir algunas expresiones que 
son útiles. Al multiplicar por la función f la ecuación (3.3) y posteriormente 
integrar es posible observar que

Ya que f es una eigenfunción y ρ(x) > 0 para todo x en (a,b), es posible deducir 
que 

									         (3.7)

La anterior expresión se conoce con el nombre de cociente de Rayleigh.

3.16 Ejemplo. Para el problema regular del ejemplo 3.10 es posible verifi-
car, a partir de la ecuación (3.7), que

									         (3.8)

Es claro que si λ = 0, a partir de (3.8),  sobre f ’ (x) = 0, lo cual [0,L] indica que 
la función f es constante. Por las condiciones de frontera, la única solución 
debería ser la solución nula. En consecuencia λ>0,  y la solución general de la 
ecuación en el ejemplo 3.10 es 
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									         (3.9)

Usando la condición f(x) = 0, es posible encontrar que A1  = 0. Entonces la con-
dición f(L) = 0 lleva a 

Al suponer que A2 = 0 se concluye que f = 0, por lo tanto sen(√λ x) = 0. De esta 
manera es posible calcular los eigenvalores

Las correspondientes eigenfunciones son 

Es posible verificar que las propiedades del Teorema 3.8 se cumplen.

       3.17 Ejemplo Al igual que el Ejemplo anterior se verifica la desigualdad 
(3.8) para el caso del problema regular del Ejemplo 11. Para este caso es po-
sible que λ = 0, y por lo tanto el eigenvalor y la eigenfunción es 

Para el caso en que λ > 0, la solución general es la ecuación (3.9), y por lo 
tanto

La condición f ’ (0) = 0 inmediatamente genera que A_2 = 0 así, f ’ (L) = 0 implica 
que 

Al buscar las soluciones no nulas, sen(√λ L) = 0 , por lo tanto √λ L=nπ,n = 1,2,…., 
los eigenvalores y las eigenfunciones son



32

Aplicaciones de la teoría de Fourier al estudio de la ecuación del calor

Es posible verificar que las propiedades del Teorema 3.8 se cumplen. 

3.18 Ejemplo. En el Ejemplo 3.12, supongamos que h > 0, al escribir la con-
dición de frontera en la forma f ’ (L) = -hf(L), por lo tanto 

            
En consecuencia, (3.7) genera

Por lo tanto, los eigenvalores del problema son positivos. La solución ge-
neral de la ecuación viene dada por (3.9) y la condición f(0) = 0 genera A1 = 0. 
Usando la condición en la frontera, a saber, 

			   f ’ (L) + hf(L) = 0,

es posible llegar a la ecuación

Para calcular las soluciones no nulas, es necesario que A2 ≠ 0; en otras pala-
bras,

Ya que cos(√λ L) ≠ 0, entonces 
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Al hacer √λ L = β,  entonces los puntos de intersección de las funciones , y 
= tan(β), y y = -(√λ L)/hL . Por lo tanto, los eigenvalores son 

		  𝜆𝑛 = (𝛽𝑛/𝐿)2,      𝑛 = 1  ,2,….,      𝜆𝑛 → ∞      cuando 𝑛 →   ∞

con las correspondientes eigenfunciones

		  𝑓𝑛(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛(√𝜆𝑛𝑥) = 𝑠𝑒𝑛(𝛽𝑛𝑥/𝐿),      𝑛 = 1 ,2,….
 

3.19 Caso general. El problema de Sturm-Liouville  

		  𝑓′′(𝑥) + 𝜂𝑓′(𝑥) + 𝜃𝑓(𝑥) + 𝜗𝜆𝑓(𝑥) = 0,              0 < 𝑥 < 𝐿, 

				    𝑓(0) = 0, 𝑓(𝐿) = 0

donde η,θ, ϑ  son constantes, es un problema regular con 

		  p(x) = eηx,      q(x) = θeηx,      ρ(x) = ϑeηx,

los eigenvalores son 

				    .

Y las eigenfunciones

3.20 Ejemplo. Considere el problema regular definido por 

			       f ’’ (x) + λf(x) = 0,  -L < x < L                     

			   f(-L) = f(L),     f ’ (-L) = f ’ (L)

Usando (3.7) y el ejemplo (3.17) es posible concluir que la expansión en serie 
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es 
 
									         (3.10)

3.3 Serie generalizada de Fourier
      Los problemas de Sturm-Liouville regulares cumplen dos propiedades 
adicionales.

3.21 Teorema. 
(i) Únicamente eigenfunciones linealmente independientes  fn existen 
para cada eigenvalor λn,n=1,2,….

(ii) Toda función suave por partes T sobre un intervalo [a,b], tiene una 
única representación mediante la serie generalizada de Fourier

									         (3.10)

donde, 

									         (3.11)

En el siguiente capitulo se mostrará el uso de la serie generalizada de Fourier
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- 4 -

 Solución de la ecuación del calor

 
El método de separación de variables es una técnica eficiente para solucio-
nar problemas de ecuaciones diferenciales. A continuación, se el método de 
separación de variables para problemas específicos.  

4.1 Separación de variables. 

Considere el modelo matemático de la ecuación del calor con sus correspon-
dientes condiciones de frontera y condición inicial.

		  Tt (x,t) = αTxx (x,t),     0 < x < L,       t > 0			   (4.1)

		  T(0,t) = 0,      T(L,t) = 0,             	 t > 0			   (4.2)

		  T(0,t) = f(x)                      		 0 < x < L   		  (4.3)

donde f ≠ 0. En primer lugar se busca una solución de la forma

			   T(x,t) = T1 (x)T2 (t).

Al sustituir en la ecuación del calor (4.1), es posible generar la igualdad 
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		  T1 (x) T2’ (t) = αT1’’ (x)T2 (t).

Es claro que las funciones T1(x)  y  T2 (x) son no nulas. Por lo tanto, se genera 
la expresión.

El lado izquierdo de la anterior expresión es una función de la variable t y el 
lado derecho una función de la variable x, por lo tanto la igualdad es posible 
si los dos lados son iguales a una constante, en otras palabras 

donde λ es llamada la constante de separación. Lo anterior genera un par de 
ecuaciones para las funciones T1 (x) y T2 (x):

	 T1
’’ (x) + λT1 (x) = 0,         0 < x < L,				    (4.4)

	 T2
’ (t) + λαT2 (t) = 0,             t > 0					    (4.5)

Desde la condición de frontera (4.2), 

		  T(0,t) = T1 (0) T2 (t) = 0	            Para todo   t>0.

Como T2  ≠ 0, se sigue que

		  T1 (0) = 0						      (4.6)

Similarmente, por (4.2) se tiene que

		  T1 (L) = 0						      (4.7)
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El modelo matemático (4.4), (4.6) y (4.7) es un problema Sturm Liouville re-
gular, con eigenfunciones fn y sus correspondientes eigenvalores λn, calcula-
dos en el ejemplo 3.16:

Para λn, desde (4.5) la solución en la componente temporal es 

									         (4.8)

Por la serie de Fourier (2.12) y (2.13) entonces

									         (4.9)

donde, los coeficientes están dados por 

									         (4.10)

4.1 Ejemplo. Considere el modelo matemático  

		  𝑇𝑡(𝑥,𝑡) = 𝑇𝑥𝑥(𝑥,𝑡),    0 < 𝑥 < 1 ,  𝑡 > 0

		  𝑇(0,𝑡) = 0,    𝑇(𝐿,𝑡) = 0,      𝑡 > 0

		  𝑇(0,𝑡) = 𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑥) − 𝑠𝑒𝑛(3𝜋𝑥)     0 < 𝑥    < 1

Al sustituir 𝛼 = 1,    𝐿 = 1,  en la integral (4.10) es posible calcular

	 b2  = 1,     b3  = -1,       bn  = 0    (n ≠ 2,3);

Por lo tanto, por (4.9), la solución del modelo matemático es 
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	 T(x,t) = sen(2πx) e-4π^2 t  - sen(3πx) e-9π^2 t	

4.2 Ejemplo. Considere el modelo matemático 

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),   0 < x < L,      t > 0

	 T(0,t) = 0,         T(L,t) = 0,             t > 0

	 T(0,t) = 2x                                0 < x < 1 

Al sustituir f(x) = 2x  y  L = 1 en (4.10), se tiene:

Por lo tanto, por (4.9), la solución del modelo matemático es 

La siguiente grafica muestra el comportamiento de la serie para diferentes 
valores de n.
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4.3 Ejemplo. Considere el modelo matemático

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),         0 < x < L,        t > 0

	 T(0,t) = 0,       T(L,t) = 0,                     t > 0
	
	 T(0,t) = -3                          	  0 < x < 1 
  
Al sustituir f(x) = -3 y  L = 1 en (4.10), se tiene:

Por lo tanto, por (4.9), la solución del modelo matemático es 

La siguiente grafica muestra el comportamiento de la serie para diferentes 
valores de n.
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4.4 Ejemplo. Considere el modelo matemático  

		  Tt (x,t) = Txx (x,t),         0 < x < L,       t > 0

		  T(0,t) = 0,      T(L,t) = 0,             	      t > 0

		  T(0,t) = 1 + 2x    	               0 < x < 1 

Al sustituir f(x) = -3 y L=1 en (4.10), se tiene:

Por lo tanto, por (4.9), la solución del modelo matemático es 

La siguiente grafica muestra el comportamiento de la serie para diferentes 
valores de n.
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4.5 Ejemplo. Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),   0 < x < L,      t > 0

	 T(0,t) = 0,      T(L,t) = 0,               t > 0

	 T(0,t)=x2     	                        0 < x < 1 

Al sustituir f(x) = -3  y  L = 1 en (4.10), se tiene:

Por lo tanto, por (4.9), la solución del modelo matemático es 

La siguiente grafica muestra el comportamiento de la serie para diferentes 
valores de n.
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Considere el modelo matemático de la ecuación del calor con sus correspon-
dientes condiciones de frontera y condición inicial.

	 Tt (x,t) = αTxx (x,t),       0 < x < L,           t > 0			   (4.11)

	 Tx (0,t) = 0,      Tx (L,t) = 0,    	           t > 0			   (4.12)

	 T(0,t) = f(x)        	               0 < x < L  			   (4.13)

donde f ≠ 0. En primer lugar se busca una solución de la forma

		  T(x,t) = T1 (x)T2 (t).

Al sustituir en la ecuación del calor (4.1), es posible generar la igualdad 

		  T1 (x) T2
’ (t) = αT1

’’ (x)T2 (t).

Es claro que las funciones T1 (x) y T2 (x) son no nulas. Por lo tanto, se genera 
la expresión.

		

El lado izquierdo de la anterior expresión es una función de la variable t y el 
lado derecho una función de la variable x  por lo tanto la igualdad es posible 
si los dos lados son iguales a una constante, en otras palabras 

donde λ es llamada la constante de separación. Lo anterior genera un par de 
ecuaciones para las funciones T1 (x)  y  T2 (x):

	 T1
’’ (x) + λT1 (x) = 0,           0 < x < L				    (4.14)
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	 T2
’ (t) + λαT2 (t) = 0,             t > 0					    (4.15)

Desde la condición de frontera (4.12), 

		  T(0,t) = T1 (0) T2 (t) = 0		 Para todo t > 0.

Como  se sigue que

		  T1
’ (0) = 0.						      (4.16)

Similarmente, por (4.2) se tiene que

		  T1
’ (L) = 0.						      (4.17)

El modelo matemático (4.14), (4.16) y (4.17) es un problema Sturm Liouville 
regular, con eigenfunciones fn y sus correspondientes eigenvalores λn, calcu-
lados en el ejemplo 3.17:

Para λn, desde (4.15) la solución en la componente temporal es 

									         (4.18)

Por la serie de Fourier (2.12) y (2.13) entonces

									         (4.19)

donde, los coeficientes bn  están dados por 

									         (4.20)
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Ejemplo 4.6 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),                         0 < x < 1,  t > 0

	 Tx (0,t)	 = 0,          Tx (L,t) = 0,                t > 0

	 T(0,t) = 2x                    	                    0 < x < 1  

Al sustituir f(x) = 2x  y  L = 1 en (4.20), se tiene:

	

Por lo tanto, por (4.19), la solución del modelo matemático es 
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Ejemplo 4.7 Considere el modelo matemático  

Al sustituir f(x) = T(0,t)  y  L = 1  en (4.20), se tiene:

Por lo tanto, por (4.19), la solución del modelo matemático es 
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Ejemplo 4.8 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),                   0 < x < 1,     t > 0
	
	 Tx (0,t) = 0,      	 Tx (L,t) = 0,             t > 0
	
	 T(0,t) = x2                                           0 < x < 1  

Al sustituir f(x) =  x2   y  L = 1 en (4.20), se tiene:

Por lo tanto, por (4.19), la solución del modelo matemático es 



47

CLAUDIA M. DURÁN CHINCHILLA - CHRISTIAN NOLASCO SERNA - JOSÉ JULIÁN CADENA MORALES

Ejemplo 4.9 Considere el modelo matemático  

		  Tt (x,t) = Txx (x,t),                   0 < x < 1,      t > 0

		  Tx (0,t) = 0,      Tx (L,t) = 0,             t > 0

		  T(0,t) = 2-x                                    0 < x < 1  

Al sustituir f(x) = 2x   y   L = 1 en (4.20), se tiene:

Por lo tanto, por (4.19), la solución del modelo matemático es 
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Ejemplo 4.10 Considere el modelo matemático  

		  Tt (x,t) = Txx (x,t),                0 < x < 1,     t > 0

		  Tx (0,t) = 0,      Tx (L,t) = 0,             t > 0

		  T(0,t) = ex                                  0 < x < 1  

Al sustituir f(x) = ex   y   L = 1 en (4.20), se tiene:

Por lo tanto, por (4.19), la solución del modelo matemático es 
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Considere el modelo matemático de la ecuación del calor con sus correspon-
dientes condiciones de frontera mixtas y condición inicial.
	
	 Tt (x,t) = Txx (x,t),           0 < x < 1,      t > 0				   (4.21)

	 T(0,t) = 0,          Tx (1,t) = 0,               t > 0				    (4.22)

	 T(0,t) = 1		          0 < x < 1  				    (4.23)

donde f ≠ 0. En primer lugar se busca una solución de la forma

		  T(x,t) =T1 (x)T2 (t).

Al sustituir en la ecuación del calor (4.1), es posible generar la igualdad 

		  T1 (x) T2’ (t) = αT1
’’ (x)T2 (t).

Es claro que las funciones T1 (x)  y  T2 (x) son no nulas. Por lo tanto, se genera 
la expresión.

El lado izquierdo de la anterior expresión es una función de la variable t y el 
lado derecho una función de la variable x por lo tanto la igualdad es posible 
si los dos lados son iguales a una constante, en otras palabras 

donde λ es llamada la constante de separación. Lo anterior genera un par de 
ecuaciones para las funciones T1 (x)  y  T2 (x):

	 T1
’’ (x) + λT1 (x) = 0,     T1 (0) = 0, T1

’ (1) = 0         0 < x < L,	 (4.24)

		  T2
’ (t) + λαT2 (t) = 0,                  t > 0			   (4.25)
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A partir del ejemplo 3.16 es posible concluir que 

		  T1 (x) = A1 cos(√λ x) + A2 sen(√λ x)

Ya que T1 (0) = 0, entonces A1 = 0, Usando la condición T1
’ (1) = 0 se debe resol-

ver la ecuación cos(√λ) = 0; por lo tanto,

Lo anterior significa que las eigenfunciones y eigenvalores asociados a (4.24) 
son

la correspondiente componente temporal es

En consecuencia,

									         (4.26)
 
Para calcular los coeficientes de la serie generalizada de Fourier, se tiene que 

Por lo tanto

									         (4.27)

Por lo tanto, la solución completa es 
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Ejemplo 4.11 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),                   	 0 < x < 1,   t > 0

	 T(0,t) = 0,      	 Tx (L,t) = 0, 	             t > 0

	 T(0,t) = x                         		         0 < x < 1  

Al aplicar la ecuación (4.27)
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Por lo tanto, la solución completa es 

Ejemplo 4.12 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),                   0 < x < 1,    t > 0

	 T(0,t) = 0,           Tx (L,t) = 0,              t > 0

	 T(0,t) = -2	                                0 < x < 1  

Al aplicar la ecuación (4.27)
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Por lo tanto, la solución completa es 

Ejemplo 4.13 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),                   0 < x < 1,        t > 0

	 T(0,t) = 0,      	 Tx (L,t) = 0,             t > 0

	 T(0,t) = 2 + x                                    0 < x < 1  
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Al aplicar la ecuación (4.27)

Por lo tanto, la solución completa es 

Ejemplo 4.14 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),                   	      0 < x < 1,     t > 0

	 T(0,t) = 0,      	        Tx (L,t) = 0,             t > 0

	 T(0,t) = x2                              	         0 < x < 1  



55

CLAUDIA M. DURÁN CHINCHILLA - CHRISTIAN NOLASCO SERNA - JOSÉ JULIÁN CADENA MORALES

Al aplicar la ecuación (4.27)

Por lo tanto, la solución completa es 

Considere el modelo matemático de la ecuación del calor con sus correspon-
dientes condiciones de frontera mixtas y condición inicial.

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),        0 < x < 1,   	t > 0

	 Tx (0,t) = 0      T(1,t) = 0,                t > 0
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	 T(0,t) = 1                      0 < x < 1  

donde f ≠ 0 Teniendo como fundamento el ejemplo 3.16, los eigenvectores y 
las eigenfunciones están dadas por los pares 

Ya que,

Para calcular los coeficientes de la serie de Fourier generalizada

	
									         (4.28)

Por lo tanto, la solución completa es 
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Ejemplo 4.15 Considere el modelo matemático  
	 Tt (x,t) = Txx (x,t),        0 < x < 1,     t > 0

	 Tx (0,t) = 0   	 T(1,t) = 0,              t > 0

	 T(0,t) = 2x                                     0 < x < 1  
Al aplicar la ecuación (4.28)

Por lo tanto, la solución completa es 
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Ejemplo 4.16 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),          0 < x < 1,       t > 0

	 Tx (0,t) = 0          T(1,t) = 0,                 t > 0

	 T(0,t) = -3                                         0 < x < 1  

Al aplicar la ecuación (4.28)

Por lo tanto, la solución completa es 



59

CLAUDIA M. DURÁN CHINCHILLA - CHRISTIAN NOLASCO SERNA - JOSÉ JULIÁN CADENA MORALES

Ejemplo 4.17 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),             0 < x < 1,          t > 0

	 Tx (0,t) = 0   	    T(1,t) = 0,                     t > 0

	 T(0,t) = 2x - 3		                      0 < x < 1  

Al aplicar la ecuación (4.28)

Por lo tanto, la solución completa es 
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Ejemplo 4.18 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),      0 < x < 1,   t > 0

	 Tx (0,t) = 0       	  T(1,t) = 0,        t > 0

	 T(0,t) = x2                                0 < x < 1  

Al aplicar la ecuación (4.28)

Por lo tanto, la solución completa es 
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Considere el modelo matemático de la ecuación del calor con sus correspon-
dientes condiciones de frontera y condición inicial.

	 Tt (x,t) = αTxx (x,t),    	 -L < x < L,             t > 0			   (4.29)

	 T(-L,t) = T(L,t),         Tx (-L,t) = Tx (L,t),      t > 0			   (4.30)

	 T(x,0) = f(x),         	                      -L < x < L  			   (4.31)

Al igual que en los ejemplos anteriores se generan el sistema de ecuaciones
y

	 T1
’’ (x) + λT1 (x) = 0,   						      (4.32)

	 T1 (-L) = T1 (-L),T1
’ (-L) = T1

’ (L),  0 < x < L			   (4.33)

y

	 T2’ (t) + λαT2 (t) = 0,              t > 0				    (4.34)

En virtud del ejemplo, los eigenvalores asociados a (4.32) y (4.33) son

con las correspondientes eigenfunciones 

La componente temporal está dada por 

Por la serie de Fourier (2.12) y (2.13) entonces
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									         (4.35)

donde, los coeficientes an  y  bn  están dados por 

									         (4.36)

									         (4.37)

Ejemplo 4.19 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),        -1 < x < 1 ,        t > 0

	 T(-L,t) = T(L,t),     Tx (-L,t) = Tx (L,t),      t > 0

	 T(x,0) = 2x 	                                     -1 < x < 1  

Para este ejemplo L = 1  y  f(x) = 2x, por las ecuaciones (4.36) y (4.37).

								      

Por lo tanto, la solución completa es 
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Ejemplo 4.20 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),   		   -1 < x < 1,        t > 0

	 T(-L,t) = T(L,t),        Tx (-L,t) = Tx (L,t),      	 t > 0

	 T(x,0) = x2 + 1                                          	     -1 < x < 1  

Para este ejemplo L = 1  y  f(x) = x2 + 1, por las ecuaciones (4.36) y (4.37).
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Por lo tanto, la solución completa es 



65

CLAUDIA M. DURÁN CHINCHILLA - CHRISTIAN NOLASCO SERNA - JOSÉ JULIÁN CADENA MORALES

Ejemplo 4.21 Considere el modelo matemático  

	 Tt (x,t) = Txx (x,t),    -1 < x < 1,                  t > 0

	 T(-L,t) = T(L,t),         Tx (-L,t) = Tx (L,t),      t > 0

	 T(x,0) = ex   	                                -1 < x < 1  

Para este ejemplo L = 1  y  f(x) = ex , por las ecuaciones (4.36) y (4.37).

Por lo tanto, la solución completa es 
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Anexo

A continuación, se presentan algunos de los códigos en Matlab de algunas de 
las graficas del libro.

Ejemplo 2.7
clc
clear
h=2/100;
k=1/100000;
A(1)=0;
A(101)=0;
suma=0;
t=0.1;
for j=1:99
w=-1+(h*j);
    for i=1:7
        B1=(1-(-1)^(i))/(2*pi^2*i^2);
        C1=cos(i*pi*w);
        D1=-1/(2*pi*i);
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        F1=sin(i*w*pi);
        G1=(B1*C1)+(D1*F1);
        suma =suma+G1;
end
A(j+1)=(1/8)+suma;
suma=0;
end
B(1)=0;
B(101)=0;
suma=0;
t=0.1;
for j=1:99
w=-1+(h*j);
    for i=1:20
        B1=(1-(-1)^(i))/(2*pi^2*i^2);
        C1=cos(i*pi*w);
        D1=-1/(2*pi*i);
        F1=sin(i*w*pi);
        G1=(B1*C1)+(D1*F1);
        suma =suma+G1;
end
B(j+1)=(1/8)+suma;
suma=0;
end
C(1)=0;
C(101)=0;
suma=0;
t=0.1;
for j=1:99
w=-1+(h*j);
    for i=1:30
        B1=(1-(-1)^(i))/(2*pi^2*i^2);
        C1=cos(i*pi*w);
        D1=-1/(2*pi*i);
        F1=sin(i*w*pi);
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        G1=(B1*C1)+(D1*F1);
        suma =suma+G1;
end
C(j+1)=(1/8)+suma;
suma=0;
end
D(1)=0;
D(101)=0;
suma=0;
t=0.1;
for j=1:99
w=-1+(h*j);
    for i=1:500
        B1=(1-(-1)^(i))/(2*pi^2*i^2);
        C1=cos(i*pi*w);
        D1=-1/(2*pi*i);
        F1=sin(i*w*pi);
        G1=(B1*C1)+(D1*F1);
        suma =suma+G1;
end
D(j+1)=(1/8)+suma;
suma=0;
end
x=-1:0.02:1;
t=-1:0.02:1;
y1=interp1(x,A,t,’spline’);
y2=interp1(x,B,t,’spline’);
y3=interp1(x,C,t,’spline’);
y4=interp1(x,D,t,’spline’);
plot(t,y1,’b’,t,y4,’m’,t,y2,’b’,t,y3,’b’);
title(‘Ejemplo 2.7’)
legend (‘Serie’,’FuniÛn T’)
xlabel(‘x’)
ylabel(‘T(x)’)
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Ejemplo 2.11
clc
clear
h=1/100;
A(1)=2;
A(101)=1;
suma=0;
t=0.1;
for j=1:99
w=(h*j);
    for i=1:3
        B1=1-(-1)^(i);
       % D1=(4*(-1)^(i))/(pi*i);
       % C1=sin((i*pi*w)/2);
        %D1=(3-(-1)^(i))/(pi*i);
        F1=2/(i^2*pi^2);
        H1=cos(i*pi*w);
        %G1=(B1+D1)*C1;
        G1=(B1*F1*H1);
        suma =suma+G1;
end
A(j+1)=(3/2)+suma;
suma=0;
end
 
B(1)=2;
B(101)=1;
suma=0;
t=0.1;
for j=1:99
w=(h*j);
    for i=1:3
        B1=1-(-1)^(i);
       % D1=(4*(-1)^(i))/(pi*i);
       % C1=sin((i*pi*w)/2);
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        %D1=(3-(-1)^(i))/(pi*i);
        F1=2/(i^2*pi^2);
        H1=cos(i*pi*w);
        %G1=(B1+D1)*C1;
        G1=(B1*F1*H1);
        suma =suma+G1;
end
B(j+1)=(3/2)+suma;
suma=0;
end
 
C(1)=2;
C(101)=1;
suma=0;
t=0.1;
for j=1:99
w=(h*j);
    for i=1:5
        B1=1-(-1)^(i);
       % D1=(4*(-1)^(i))/(pi*i);
       % C1=sin((i*pi*w)/2);
        %D1=(3-(-1)^(i))/(pi*i);
        F1=2/(i^2*pi^2);
        H1=cos(i*pi*w);
        %G1=(B1+D1)*C1;
        G1=(B1*F1*H1);
        suma =suma+G1;
end
C(j+1)=(3/2)+suma;
suma=0;
end
 
D(1)=2;
D(101)=1;
suma=0;
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t=0.1;
for j=1:99
w=(h*j);
    for i=1:500
        B1=1-(-1)^(i);
       % D1=(4*(-1)^(i))/(pi*i);
       % C1=sin((i*pi*w)/2);
        %D1=(3-(-1)^(i))/(pi*i);
        F1=2/(i^2*pi^2);
        H1=cos(i*pi*w);
        %G1=(B1+D1)*C1;
        G1=(B1*F1*H1);
        suma =suma+G1;
end
D(j+1)=(3/2)+suma;
suma=0;
end
x=0:0.01:1;
t=0:0.01:1;
y1=interp1(x,A,t,’spline’);
y2=interp1(x,B,t,’spline’);
y3=interp1(x,C,t,’spline’);
y4=interp1(x,D,t,’spline’);
plot(t,y1,’b’,t,y4,’m’,t,y2,’b’,t,y3,’b’);
title(‘Ejemplo 2.11’)
legend (‘Serie’,’FuniÛn T’)
xlabel(‘x’)
ylabel(‘T(x)’)
%plot(t,y1,’b’);

Ejemplo 4.2
clc
clear
h=1/1000;
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A(1)=0;
A(1001)=0;
suma=0;
for j=1:999
w=h*j;
    for i=1:10
        C=(-6*(-(-1)^(i)+1))/(pi*i);
        D=sin(i*pi*w);
        E=exp(-i^(2)*pi^(2)*0.001);
        suma =suma+ (C*D*E);
end
A(j+1)=suma;
suma=0;
end
A1(1)=0;
A1(1001)=0;
suma=0;
for j=1:999
w=h*j;
    for i=1:30
        %C=(-4*(-1)^(i))/(pi*i);
         C=(-6*(-(-1)^(i)+1))/(pi*i);
        D=sin(i*pi*w);
        E=exp(-i^(2)*pi^(2)*0.001);
        suma =suma+ (C*D*E);
end
A1(j+1)=suma;
suma=0;
end
A2(1)=0;
A2(1001)=0;
suma=0;
for j=1:999
w=h*j;
    for i=1:999
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        %C=(-4*(-1)^(i))/(pi*i);
         C=(-6*(-(-1)^(i)+1))/(pi*i);
        D=sin(i*pi*w);
        E=exp(-i^(2)*pi^(2)*0.001);
        suma =suma+ (C*D*E);
end
A2(j+1)=suma;
suma=0;
end
x=0:0.001:1;
t=0:0.001:1;
y1=interp1(x,A,t,’spline’);
y2=interp1(x,A1,t,’spline’);
y3=interp1(x,A2,t,’spline’);
plot(t,y1,’b ‘,t,y2,’b ‘,t,y3,’r ‘)
title(‘Ejemplo 4.3’)
legend ({‘n=20’,’n=999’},’Location’,’northwest’)
xlabel(‘Espacio (cm)’)
ylabel(‘temperatura  (∞c)’)

Ejemplo 4.8
clc
clear
h=1/1000;
A(1)=0;
A(1001)=1;
suma=0;
for j=1:999
w=h*j;
    for i=1:2
        C=(4*(-1)^(i))/(pi^(2)*i^(2));
        D=cos(i*pi*w);
        E=exp(-i^(2)*pi^(2)*0.0001);
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        suma =suma+ (C*D*E);
end
A(j+1)=1/3+suma;
suma=0;
end
A1(1)=0;
A1(1001)=1;
suma=0;
for j=1:999
w=h*j;
    for i=1:10
       C=(4*(-1)^(i))/(pi^(2)*i^(2));
        D=cos(i*pi*w);
        E=exp(-i^(2)*pi^(2)*0.0001);
        suma =suma+ (C*D*E);
end
A1(j+1)=1/3+suma;
suma=0;
end
A2(1)=0;
A2(1001)=1;
suma=0;
for j=1:999
w=h*j;
    for i=1:999
        C=(4*(-1)^(i))/(pi^(2)*i^(2));
        D=cos(i*pi*w);
        E=exp(-i^(2)*pi^(2)*0.0001);
        suma =suma+ (C*D*E);
end
A2(j+1)=1/3+suma;
suma=0;
end
x=0:0.001:1;
t=0:0.001:1;
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y1=interp1(x,A,t,’spline’);
y2=interp1(x,A1,t,’spline’);
y3=interp1(x,A2,t,’spline’);
plot(t,y1,’b ‘,t,y2,’b ‘,t,y3,’r ‘)
title(‘Ejemplo 4.8’)
%legend(‘n=5’,’n=10’,’n=999’)
legend ({‘n=2’,’n=10’,’n=999’},’Location’,’northwest’)
xlabel(‘Espacio (cm)’)
ylabel(‘temperatura  (∞c)’)
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