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La modelacién matematica, es un proceso que permite partir de un
problema contextual, ara llevarlo a un problema matematicos a partir
de una serie de pasos que dan lugar a la resolucién de dichos problemas,
para tal caso, se hace necesario en primer lugar plantearse una
pregunta acerca del mundo o situacién que se desea comprender;
seguidamente, se debe elegir elementos que circundan el mundo a
estudiar para establecer relaciones entre los mismos; una vez
relacionados los elementos, se procede a elegir los que son Utiles y los
gue no los son para eliminarlos del proceso; posteriormente y luego de
interpretar la realidad o la situacién a estudiarlos datos se trasladen a
términos matematicos para generar formulas matematicas y con ella
poderresolverelo los problemas delmundo, del contexto o situaciones.

Se considera que, desde la modelacién matematicas, se puede lograr
que los estudiantes apliquen el saber matematico en las distintas
situaciones del contexto en el cual viven y de esa manera, también se
desarrolle la competencia critica que todo ser o individuo debe poseer
para construirunasociedad justayequitativa.

Deigualmanera, se puede afirmar que la modelacion matematica es una

forma de transformar realidades en problemas matematicos para
posteriormente solucionarlos a partir del mundo real usando como
herramienta principallos nimerosy los calculos matematicos.

Para el caso particular de este libro, y en su aplicacién en cuanto a la
aplicacién de la modelacién en el caso de las transferencias de calor en
hornos tipo Hoffmany el estudio cilindrico de dos dimensiones, se puede
establecer que el uso de métodos numéricos es mas directo y mas
eficientey eficaz que el estudio analitico de la situacién, permitiendo asi,
deducir que el método de modelacién implicito funciona
excelentemente para describiry detallar le cambio de temperatura en el
centrodelcilindro.
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Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales parciales 5}
a el modelamiento de fenémenos térmicos. .

Prologo

La modelacién matematica es un proceso por medio del cual se ela-
bora o construye un modelo matematico que permita conectarse desde
los niimeros con el mundo real; para ello es indispensable abarcar va-
rias actividades: construccién, estructuraciéon, matematizacién, interpre-
tacién, validacién y exposicién. Desde este punto de vista, la modelacién
matematica, pedagégicamente es una herramienta didactica que da lugar
a desarrollar en el estudiante competencias relacionadas con la resolu-
cién de problemas, no solo en el area de las ciencias basicas, sino tam-
bién en las distintas dreas disciplinares, toda vez que, en primer lugar,
desarrolla la competencia interpretativa de los individuos, y en segunda
instancia, lleva al discernimiento y resolucién de problemas presentes en
contextos diversos.

Llevar a los estudiantes a la modelacién matemadtica es una oportu-
nidad no solo para que estos pongan en practica todos los conocimientos
matematicos, sino que se les permita buscar soluciones matematicas a
todos los problemas situacionales o de contexto que en el dia a dia se
presentan, y de esa manera poder ser competentes e interpretar el uni-
verso en todas sus dimensiones: culturales, académicas, sociales, cultu-
rales, politicas, sociales, religiosas y demds dimensiones que circundan el
mundo.

Para el caso de este libro, sin lugar a dudas es una forma de apli-
cacién del modelamiento matematico, en especial en la aplicacién de las
ecuaciones diferenciales en contextos de la transferencia de calor. En
tal sentido, el contenido del mismo integra aspectos relacionados con la
ecuacion del calor y sus métodos de solucién: matemadtico, numéricoy su
aplicacién a la ingenieria.

Los autores buscan a través del estudio de un caso particular,
“transferencia de calor”, en el cual se aplic6 modelamiento matematico,
demostrar que el conocimiento matematico y la modelacién en particu-
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lar es una forma didactica para que los estudiantes puedan entender e
interactuar de manera activa en la sociedad, y desde alli también puedan
aportar a la solucién de situaciones y problemas sociales, y a la vez, se
entienda que la matemadtica tiene un valor incalculable en el desarrollo
del mundo en sus distintas dimensiones.

Edgar Antonio Sdnchez Ortiz
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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales parciales aparecen de forma frecuente
en la modelizacién de fenémenos de la Ciencia y Tecnologia. Es precisa-
mente en los modelos de evolucién que se describe la dindmica a lo lar-
go del tiempo, de determinada cantidad variable (también a veces deno-
minada estado) que puede representar objetos de los mas diversos, que
van desde la posicién de un satélite en el espacio hasta la dindmica de un
atomo, pasando por los indices bursatiles o el grado en que una enfer-
medad afecta a la poblacién. En otras palabras, los modelos dindmicos
de evolucién son los mas naturales en la medida que reproducen nuestra
propia concepcién del mundo: un espacio tridimensional que evoluciona y
cambia en funcién del tiempo (Stephenson, 1975).

El modelamiento de algunos procesos fisicos, quimicos, biolégicos,
del medio ambiente e incluso sociales presentan mecanismos diferentes
que son descritos por una particula al azary por las interacciones depen-
dientes de las variables de estado. Ejemplos tipicos son la propagacién de
una flama, el movimiento biolégico de las células en una planta y anima-
les, y la propagacidn de especies biolégicas en ecosistemas homogéneos
y heterogéneos (Smoller, 1982).

En el contexto de Colombia, el estudio de las ecuaciones diferencia-
les parciales estd directamente relacionado con los procesos que involu-
cren latransferencia de calor, en relaciéon con el mejoramiento de técnicas
para tratar fendmenos de combustién (Guerrero et al., 2013,2015, 2017,
2018). Los esfuerzos técnicos y cientificos que permitan implementar el
uso de tecnologias mas eficientes, asi como la generacién de estrategias
enfocadas en la optimizacién energética es de vital importancia para el
sector industrial (Subdireccién de informacién Minero Energético, 2012).

El sector ceramico en Colombia no cuenta con tecnificacién en sus
procesos de produccién, conduciendo a que el proceso de combustidn sea
deficiente, generando problemas ambientales y de salud por sus emisio-
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nes contaminantes, y ocasionando costos innecesarios para las empre-
sas, presentando baja calidad en sus productos sin los estandares basi-
cos de calidad (Instituto Colombiano De Normas Técnicas NTC, (2000)).
Un inadecuado proceso de combustion requiere la utilizacién de mayores
cantidades de combustibles y expone a las empresas al pago de multas
al no acatar las normas ambientales vigentes (Ministerio De Ambiente,
Vivienda y Desarrollo Territorial (2010)).

En el municipio de Ocana se encuentran 30 empresas del sector ce-
rdmico con una produccién aproximadamente de 1.027.600 productos/
mes dedicadas exclusivamente a la producciéon de materiales para la
construccién como ladrillos, bloque vy teja, que de acuerdo con la clasi-
ficacién hecha en el Articulo 20 de la Ley 905 de 2004, el 96,67 % son
empresas pequefias que realizan la quema de carbén sobre parrilla fija
con una cantidad de 416.280 productos correspondiente al 40,51 % de la
producciéon mensual total en el municipio de Ocafia, mientras que el 3,34
% corresponden a empresas grandes que utilizan hornos continuos con
una produccién de 611.320 productos correspondiente al 59,49 % de la
produccién segun plan bdasico de ordenamiento territorial del municipio
de Ocafia. (Alcaldia Municipal De Ocana, (2011)).

Por esta razén el estudio de los fenémenos de transferencia de ca-
lor tiene vital importancia a nivel internacional y a nivel nacional. Dentro
del sector industrial uno de los subsectores con mayores indices de pro-
blemas energéticos es el subsector de ceramicos. El proceso de mayor
consumo energético dentro de esta industria se enmarca en la coccién
(Campos, Lora, Merifio, Tovar, & Navarro, 2010). Este subsector de la in-
dustria tiene como una de las principales regiones de concentracién Nor-
te de Santander especificamente en la ciudad de Clcuta, Ocafia y Pam-
plona (Andres Amell et al.,, 2013). Por esta razén el estudio teérico de los
procesos de transferencia es de vital importancia en la regién del Norte
de Santander.

Este libro tiene como finalidad integrar tres aspectos de la ecuacién
del calor y sus métodos de solucién: el matematico, los métodos numé-
ricos y las aplicaciones a la ingenieria. El elemento integrador de estos
aspectos es la modelacién de los resultados generados por los métodos
numeéricos aplicados a la ecuacién del calor en el contexto de las aplica-
ciones a la ingenieria.

El capitulo inicial permite una rapida introduccién a la teoria de
ecuaciones diferenciales parciales con el objetivo de servir de fundamen-
tacién tedrica para los capitulos posteriores.
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En el capitulo dos se estudia, en primer lugar, la ecuacién del calor
en relacién a la conduccién térmica de una placa unidimensional. Para tal
fin se analiza el planteamiento de la ecuacién diferencial del calor utili-
zando los datos de las temperaturas del calor en el horno tipo Hoffman de
la ladrillera de Ocaria, luego se procede a solucionar la ecuacién de forma
analitica. La complejidad de la solucién analitica sugiere un enfoque com-
plementario, por tal razén se proponen esquemas numéricos explicitos
e implicitos para resolver la ecuacién diferencial asociada a la transfe-
rencia térmica en el horno, finalizando con el andlisis del fenémeno de
transferencia en el horno comparando las soluciones numéricas con el
caso ideal descrito tedricamente.

En segundo lugar, se estudia la ecuacién del calor en relacién a la
conduccién térmica en un cilindro de dos dimensiones; como apoyo para
lograr esta tarea se propone estudiar el fenémeno de enfriamiento por
evaporacioén en un refrigerador de dos vasijas. Este dispositivo de enfria-
miento sin electricidad consta de una vasija externa de cerdmica porosa
gue aloja en suinterior una vasija mdas pequera que contiene la materia. El
espacio entre las vasijas se encuentra relleno de arena himeda. El efecto
de refrigeracién en el dispositivo se produce por la evaporacién del agua,
la transmisién de calor de la materia hacia la arenay la influencia del aire.

El experimento realizado por (Chemin et al., 2017), para modelar el
proceso térmico del refrigerador de dos vasijas, utilizé un sistema de ci-
lindros graduados esto se refleja en las coordenadas cilindricas emplea-
das para la formulacién de la ecuacién de calor asociada al fenémeno
estudiado. Por métodos analiticos (Chemin et al., 2017) encuentran una
solucién de la ecuacién del calor asociada al fenémeno térmico que pro-
duce el efecto de enfriamiento en el refrigerador al suponer una geome-
tria cilindrica. de tal manera, se propone una solucién por los métodos
numeéricos explicitos e implicitos para la ecuacién analitica propuesta en
el articulo de (Chemin et al., 2017) y la contrastacién de los resultados
numeéricos y analiticos.

En el capitulo tres se muestran los resultados referentes a la apli-
cacién de los métodos numéricos a las aplicaciones desarrolladas a lo
largo del trabajo; es importante resaltar que la metodologia de trabajo es
consistente con los resultados experimentales. Por ultimo se proponen
algunas conclusiones y se plantean nuevas direcciones para desarrollar
posteriores investigaciones.
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CAPITULO 1

Una mirada conceptual sobre
las ecuaciones diferenciales

1. Componentes tedricos de las ecuaciones deferenciales
parciales.

Varias de las mds importantes ideas en matematicas son desarro-
Llladas en el interior de las ciencias fisicas y las ecuaciones matematicas;
especialmente las ecuaciones diferenciales parciales permiten estable-
cer un lenguaje para formular estas ideas. De igual manera, avances en
matemadticas permiten desarrollar nuevas perspectivas en las ciencias.
A medida que los afios pasan los matematicos y cientificos extienden sus
metodologias para incluir todas las dreas de la ciencia y la tecnologia.
Este nuevo paradigma que surge es llamado modelamiento matematico,
el cual corresponde conceptualmente a una ecuacién, o un conjunto de
ecuaciones, cuya solucién describe el comportamiento fisico de un sis-
tema relacionado. En general, un modelo matematico es una descripcién
simplificada de la realidad en términos matematicos, que, envuelve ob-
servacion, analisis de las ecuaciones y simulacién, y finalmente, valida-
cién del modelo para asegurar si las predicciones son acertadas.

Este primer capitulo tiene como objetivo desarrollar el estudio de
las ecuaciones diferenciales parciales enfatizando como ejemplo particu-
lar la ecuacién diferencial del calor. El capitulo se divide en tres partes: en
primer lugar, se deduce la ecuacién del calor desde principios de la fisicay
las matematicas, en segundo lugar se estudia la solucién de las ecuacio-
nes diferenciales parciales por métodos analiticos, y por ultimo se estudia
la solucién por métodos numéricos.

1.1. Origenes fisicos de la ecuacion del calor
Un conjunto amplio de ecuaciones diferenciales parciales tiene su
origen en las leyes de balance, o leyes de conservacién. Una ley de con-
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servacién es una formulacién matematica del hecho de que la razén de
cambio de una cantidad en el interior de un dominio es igual a la razén de
cambio del flujo de la cantidad a través de la frontera, menos larazén ala
cual la cantidad es creada en el interior del dominio. Por ejemplo, consi-
dere una poblacién de una cierta especie animal en una regién geogréafica,
la razén de cambio de la poblacién es igual a la razén de cambio en que el
animal migra en el interior de la regién menos la razdén a la que sale, mas
tasa de nacimientos, menos la tasa de muertes. Como ejemplo de aplica-
cion de la ley de conservacion se plantea el estudio de la transferencia de
calor en tres dimensiones.

Sea R una regién en el espacio donde el calor se encuentra fluyen-
do, y sea T(x,y,x,t) la funcion de temperatura en el tiempo t en un punto
(x,y,z) en R. Se asume que la regién es homogénea y es caracterizada por
una constante de calor especifico ¢ y una constante de densidad p. Sea B
una esfera arbitraria contenida en R. Al aplicar el principio de balance de
energia a B, que afirma que la razén de cambio de la energia totalen B es
igual a la razén de cambio del flujo que cruza la frontera de B ademds de
la variacién de la energia generada en B por las fuentes. La cantidad total
de calor en un elemento de voliumen dV=dxdydz es cpTdV,y por lo tanto el
total de energia calérica en B esta dada por la integral triple

Total de energia caloricaen B = |||, epTdV.

Es posible asumir que el calor generado por las fuentes es cuantifi-
cado por la funcién f(x,y,z,t), donde fdV es la razén de cambio que se ge-
nera en dV;por lo tanto, asi la variacién de calor generada por las fuentes
en toda B es

Razdm de cambio de la energia producida en B = HJ-[-. fdV.

Es importante notar que f tiene dimensiones de energia por unidad
de volumen, por unidad de tiempo.

La siguiente componente importante en la ecuacién de conser-
vacién de energia es el campo vectorial que representa el flujo de calor
v (x,y,Z,1); su direccion corresponde a la direccién del flujo de calor en la
posicién (x,y,z) en el tiempo t. La razén a la que el flujo cruza un elemento
de superficie oblicua dA orientada hacia afuera por el vector normaln es

y-ndA.
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En consecuencia, la razén de cambio del flujo de calor a través de la
frontera de B, denotado por 0B, es la integral de superficie

Jrl,iﬂa,{r-n dA.

Por lo tanto, la ley de conservacion, o ley de balance de energia, es

Il coTaV = [, -ndA + [l fav (D)

El signo negativo aparece en la ecuacion a causa de la direccion del
flujo.

Alaplicar una de las relaciones integrales fundamentales del calcu-
lo en varias variables - el teorema de la divergencia. Este permite rees-
cribir la integral de flujo en (1.1) como una integral de volumen. El teorema
de la divergencia es una versién del teorema fundamental del calculo en
tres dimensiones.

Teorema 1.1

(Teorema de la divergencia) Si un campo vectorial y es continuo y
diferenciable sobre una regién B y continua sobre BudB, donde 0B es la
frontera, entonces

JIf gdivpdV = [, dr-ndA.

Usando el teorema de la divergencia es posible escribir la ecuacién
de balance (1.1) como

;_t.l-ﬂ-ﬂfp'r-db" = — [ pdivipdV + [[] . fdV

Ahora es posible colocar la derivada del tiempo en el interior de la
integral y reorganizar los términos en una integral de volumen para ob-
tener.

I (epTe + divip — fldV =0
Esta ecuacién de balance es vdlida para cualquier esfera B en R, por

lo tanto es posible quitar el integrando, dando paso a la ecuacién en deri-
vadas parciales

cpT, +divyp—f =0 (1.2)
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Para todo t y todo (x,y,z) €R. La ecuacion (1.2) es la forma local de
ecuacion del calor en tres dimensiones.

La ecuacidn presenta dos funciones incégnitas, la temperatura es-
calar Ty elflujo de calor y. La ley de conduccién de calor de Fourier afir-
ma que el flujo de calor decrece en la direccién del gradiente. En simbolos,

y=-KV(T). (1.3)

Recordemos desde el calculo que el gradiente negativo es la direc-
cion del maximo decrecimiento. La constante de proporcionalidad K es la
conductividad térmica. Sustituyendo (1.3) en (1.2) y usando la identidad

div(V(T)) = Ty + Tyy + Tz
Se genera la ecuacién de temperatura T(x,y,z,t) en tres dimensiones:

epTy —K(Tge + Tyy + Tag) = f. (1.4)

La expresion T, + Ty, + T;; se llama Laplaciano de T, y es deno-
tado por AT. Finalmente, en resumen, la ecuacién de conduccién del calor
puede escribirse como

1
T, — kAT = —,
' m! (1.5)

Donde la constante k=K/(cp) es llamada la constante de difusién.
Cuando se indica que la temperatura en la frontera de R esta defi-
nida por
T(x,y,z) = g(x,y,z), (X,,z)€0R,

Se dice que la ecuacién (1.5) satisface las condiciones tipo Dirichlet.

1.2. Método de Fourier.

Para ilustrar el método de Fourier en la solucionar la ecuacién (1.5),
se considera el siguiente problema de valores iniciales con valores en la
frontera en el contexto de la conduccidon de calor,

T, =T, D<x<m t>0, (1.6)

T0,0 =T(m,t) =0, >0, (1.7)
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T(x,0) = f(x), 0<x<m. (1.8)

El método de Fourier consiste en la separacién de variables en la
forma,

T(x,0) = h(x)g(D.

Al sustituir este producto en la ecuacién en la ecuacién (1.6), (1.7) y
(1.8) se obtiene

hx) ¢'() =h"@)g(t),  h(0)g(® =0, h(m)g(®) = 0.

Como ¢g(t) no es la funcién nula, es posible escribir las ecuaciones
anteriores como

g'(t) _ h"(x) _
git)  hix)

para alguna constante . Esto es valido ya que es la Unica forma de
igualar dos funciones con diferentes parametros. La constante -\ es lla-
mada la constante de separacién. Por lo tanto, se genera una ecuacion
diferencial ordinaria para g en el dominio del tiempo, a saber,

=4, h(0) = him) =0,

g’ (t)=-rg(),

y ademds se genera un problema en la frontera para la variable es-
pacial h,

-h” (x) = Ah(x), O<x<m, (1.9
h@) =0, hm) = 0. (1.10)

La técnica de separacion de variables tiene la ventaja de convertir
un problema de ecuaciones en derivadas parciales en un problema en
ecuaciones diferenciales en una variable.

Es facil demostrar que la solucién para la ecuacién g, tiene la forma,
.[:lll: t) = 'E—.-;.-!'I
Para solucionar las ecuaciones (1.9) y (1.10) se procede por casos.
En los casos en que A=0y A<0 se genera la solucién trivial. Cuando A>0, o
A=02. En este caso la ecuacién (1.9) tiene la forma
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h" +a*h =0,
para la cual las soluciones son:

h(x) = Acos(ox) + Bsen(ox).

En primer lugar, h(0) = 0 conduce a que A = 0. Asi h(x) = Bsen(ox). La
segunda condicién de frontera implica que:

h(m) = Bsen(amn) = 0.
Elhecho de que B # 0, fuerza a que
A=A =n? n=12...
n

Los anteriores valores para A permiten generar soluciones no tri-
viales

h= hn (x) =sen(nx), n=1,2,...

Alregresar a la solucién g(t) = e-M. Se sustituyen los valores de
A=A _=nZ
n

Lo cual genera el conjunto de soluciones
.qilll:.t::l = f'_FI:I.- n=12..
Por lo tanto, las soluciones para las ecuaciones (1.6-1.8) son

T.(x.t) = gu(t)h,(x) = E'_”:r.'-n'L'Jl{]'lJ‘.':l. n=1,2,...

Para calcular una solucién que satisface las condiciones iniciales
(1.8), al usar el principio de superposicién y la forma de combinacién lineal

T(x,t) = Z e~ sen(nx), (.11

La ecuacion (1.8) implica que

T(x0)=f(x)= Z b sen(nx).

n=l
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Mediante el uso de la teoria de funciones ortogonales, los coeficien-
tes de Fourier estan dados por

b, = EJ flx)sen(nx)dx. (112)
L LE]

En resumen, la solucién del problema de frontera con condiciones
iniciales (1.6), (1.7) y (1.8) esta dada por la serie (1.11) donde los coeficientes

bn estan dados por (1.12).

1.3. Métodos numéricos.

La dificultad en muchos casos de la busqueda de soluciones anali-
ticas para ecuaciones diferenciales parciales, sugiere la exploracién de
métodos alternativos que permitan el uso de las herramientas tecnolégi-
cas. Los métodos numeéricos son un conjunto de estrategias conceptuales
y practicas que permiten resolver ecuaciones diferenciales con un am-
plio poder de precisién. La idea fundamental de la estrategia consiste en
convertir un problema arbitrario en una versién discreta del mismo, que
se pueda implementar en un computador. Para las aplicaciones que se
describen en el libro, se desarrollaran dos tipos de métodos numéricos,
el método explicito y el método implicito. En lo que sigue se realizard una
breve descripcién del método de diferencias finitas.

Elesquema de la solucién de las ecuaciones por los métodos numé-
ricos se conoce con el nombre de diferencias finitas, tiene como funda-
mento la definicidon de la derivada como razén de cambio.

El primer paso para la construccién método de solucién es discreti-
zar la regién de espacio-tiempo donde se desea obtener la solucién. Para
este caso laregibnes 0 <x <1 0 <t<T. Esnecesario colocar una cota
sobre el tiempo ya que en la practica el problema se resuelve en un tiem-
po finito. Discretizar significa definir un reticulo de puntos en la regién de
espacio-tiempo dada por

x=jh t =nk j=01,...J n=01_.N,

Donde los niimeros fijos h y k son los pasos espaciales y temporales.
Aqui h=1/] y k=1/N . El entero J es el numero de subintervalosen 0 < x <
I,y N es el numero es numero de iteraciones que se pueden tomar. Para
cada nodo (xj , tn) delreticulo se busca una aproximacion, la cual llamare-

mos TJ.", la cual aproxima el valor exacto de la solucién u(xj , tn). Se define
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T"como una matriz de tamafio n x j. Para obtener las ecuaciones para T
se sustituyen las derivadas de la ecuacién del calor por las siguientes di-
ferencias divididas:

T[:IJ:. L4 |j| - T[:.TJ:. f"}

T £,
(X by) = &

T el | — 2T N +T ot
T.I'.I'{I_lipt“_:lz {-r_f I#tm {:llz Jz} (IJHI 1 I

Al sustituir en la ecuacidn del calor las anteriores aproximaciones

se genera una expresion para T"*', T""" = 7" + E (T, — 2T + T,

Nétese que la aproximacion depende de los puntos.
(zi—aetn )i (2pe B e (2y—ne e e (X st )-

Desde la condicidn inicial y las condiciones de frontera nosotros sa-
bemos que

T,;P:'Dr Tlﬂ:[!r n=12,....N

1
La férmula para T" puede ser ahora aplicada en todo el interior
del reticulo, iniciando con los valores en t=0, para calcular los valores en

t=t, y asi continuar. Asi es posible calcular la funcion T" por filas. Debido
al error de aproximacion en las diferencias divididas, se puede demostrar
gue se debe tener una condicién de estabilidad % = l_ para que el método
funcione.



Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales parciales E
a el modelamiento de fenémenos térmicos. \_

CAPITULO 2

Ecuaciones diferenciales
Parciales en ingenieria

2. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales parciales a
la ingenieria.

Este capitulo tiene como principal objetivo aplicar las herramientas
conceptuales desarrolladas en el capitulo 1 al estudio de la transferencia
de calor en una dimensién en los casos de geometrias rectangulares y ci-
lindricas. En primer lugar, se estudia la transferencia de calor en un horno
tipo Hoffman; en cuanto a la metodologia de trabajo, sigue el orden del
capitulo 1, se plantea en modelo matematico, se estudian las soluciones
numeéricas y analiticas y por ultimo se comparan los resultados. EL segun-
do caso de estudio se contextualiza la transferencia del calor en dispo-
sitivos sin uso de electricidad; es importante resaltar, que la geometria
dominante es la cilindrica. Al igual que en el caso rectangular se sigue la
misma metodologia de estudio.

2.1. Estudio de la transferencia de calor en un horno tipo
Hoffman.

El estudio de la transferencia de calor es un ejemplo relevante en
la aplicacién de las ecuaciones diferenciales parciales a la ingenieria. EL
siguiente estudio de caso tiene como objetivo mostrar este hecho desde
el punto de vista metodolégico y didactico.

Para modelar la transferencia de calor en una placa unidimensional
se utilizan los datos experimentales producto de las investigaciones del
profesor Gustavo Guerrero al medir la temperatura de un horno tipo Ho-
ffman en diferentes puntos de una pared (Guerrero et al., 2013,2015, 2017,
2018). Un sistema de adquisicion de datos fue disefiado para registrar las
temperaturas del proceso de coccién obtenido a partir de 16 termopares
tipo K, por lo que se utilizaron dos tarjetas de adquisicién en la cual se
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instalaron 8 termopares en cada una, en la primera tarjeta o bloque de
adquisicién se registraron las temperaturas interiores en el horno en la
segunda tarjeta de adquisicién se registraron temperaturas exteriores,
para luego ser almacenadas a través del software LabView en el reporte
de adquisicién y generar los perfiles de temperatura de las posiciones de
la cdmara escogida como referencia para las mediciones. La adquisicién
de datos se realizé en la cdmara 22 del horno, la produccién de ladrillo H
10x40 en esta fue de 33.000 unidades.

En el modelo que vamos a estudiar se tienen en cuenta la tempera-
tura de la pared externa, interior y centro interior.

Para encontrar el modelo matematico que permita conocer la tem-
peratura en funcién de la posiciény el tiempo (estamos considerando una
dimensidn espacial), calculamos un promedio de las temperaturas (cada
hora) de los datos experimentales de las paredes externa e interna del
horno. La anterior consideracién nos permitié generar los siguientes da-
tos que reflejan las condiciones de frontera del modelo de cambio de tem-
peratura en el horno tipo Hoffman.

Temperatura en grados | Temperatura en grados

Horas | centigrados de la pared | centigrados de la pared
externa: f_1 (t) interna: f_2 (t)
1 19.85 30.25
2 19.97 32.20
3 19.68 33.64
4 19.48 36.09
5 19.65 39.75
6 20.01 49.75
7 19.48 57.90
8 20.02 81.91
9 21.42 134.41
10 24.33 343.20
11 35.89 668.17
12 48.47 594.34
13 70.16 747.75
14 133.44 712.23
15 144.67 691.35
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El modelo matemadtico que soporta los datos de la anterior tabla es
la ecuacién del calor deducida en la seccién 1.1 junto con las adecuadas
condiciones de frontera y condiciones iniciales.

T =kT , 0<x<ILt>0, 271
TO0=f,0, TLO=f,®, t>0 22)
T(x,0) =fx), 0<x<lI (2.3)

Las funciones escalonadas f,(1) v f,(t) representan los datos experi-
mentales de las temperaturas de la pared externa e interna del horno. En
adelante se representa el modelo matematico que representan las ecua-
ciones (2.1)-(2.3) como EDP1.

Para solucionar el modelo EDP1, el primer paso es convertir las con-
diciones de frontera de la ecuacién (2.2) en condiciones homogéneas,
con lafinalidad de aplicar el método de separacién de variables estudiado
en laseccién 1.2.

h(x,t) = fi() +=(fz0) = fi(eD),

talque T(x,t) = Tx,0 - hx, 0.

Nuestro objetivo es observar que tipo de modelo verifica la funcién
1" Para este fin nosotros notamos que

ooz, 8) = 0 he(x, 1) = fy (£) += (2 (8) — £, (2)).
Nosotros observamos que

T, — kT, = =h(x.t)

Tioy=T00-hi0,3=0, fioo=T0-rl)=0

X
(0. x) = F(x) — hix,0) = F(x) — (f(0) + S (2000 — [(0)) = Talx)

Por lo anterior, la funcién T verifica el modelo notado por EDP2:

—h(xt), O0<x<lt>0, (2.4
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Ton=0 TaH=0 t>0 (2.5)
Tx0=T x, 0<x<l (2.6)

Al conjunto de ecuaciones (2.4)-(2.5) se aplica el método de Fourier
estudiado en el la seccién 1.2. Por lo tanto la solucién del modelo EDP1 es:

Tix,t) = T(x,t) + hix,t) = X, T,(t)sen— + h(x,t) 2.7)

donde

'f',.[l} = r"“'.-"‘l: Tom + Jflre.""z:" hy,(5) ds).

-

| =
Ton = EJ Tolx) :u.-n% ol x
il

FIimx

h.(£) = EJJ!_.[:J:’.P]HL'H i dx
o

La complejidad de la ecuacién (2.7) sugiere un enfoque mas natural

para analizar el modelo EDP1. Por lo tanto, lo que sigue en la seccién pro-
pone estudiar dos esquemas de solucién numérica.

ELl método numérico explicito para solucionar el modelo EDP1 con-
siste en sustituir la funcién incégnita T(r,t) por las aproximaciones de las
derivadas parciales que se generan de la serie de Taylor correspondiente:

To(rte) = :-rli?',_!-.- Il; T(rta) @27)

T(x_q b )= 2T(x; 8, ) + T(xj41. 0 )
Tee(xita) = (%j-1.tn) Ay WXjsr:ln )

(Ax)*

(2.8)

Las ecuaciones (2.7) y (2.8) generan una version discretizada del
modelo EDP1, al sustituir estas ecuaciones se generan las relaciones re-
cursivas correspondientes:

T =s(TF+ T8+ (1 - 5T

TF* = s(TK, +T,) + (1 - )T
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.Il.l.h . - :"II:_I.|:.:1-|_ T T;:I.— |:| + r 1 - “'-].Il.l;h

E At
donde * = ;i Para el caso n=3, las relaciones recursivas se refle-
jan en el siguiente sistema de ecuaciones:
"?'..IJ.{ilr]" .-']"Ilw.'l-u
o(767)- (7
WSt )

'.'j":':_l_.

1=25 s Y LR
( s 1 =25 5 ) Ts
0 s 1-2s/ \pk,

Solucionar el modelo EDP1 es equivalente a solucionar el anterior
sistema de ecuaciones. La ventaja de esta aproximacion tiene que ver con
eluso de herramientas computacionales eficientes que permiten solucio-
nar sistemas de ecuaciones de forma eficiente.

De manera similar al método anterior, el método implicito para so-
lucionar el modelo EDP1 consiste en sustituir la funcién incégnita T(r,t) por
las aproximaciones de las derivadas parciales que se generan de la serie
de Taylor correspondiente:

Ty te) = —tmer) ~ (7. tn) 29)
S At
I' _ .'rllz-"-_l 1 r|:~l:l _E.'rll:"-_lt::f'.}"'.]ll'::--"-ul-'!-lrl_] (210)
X = I;;,._.L.].!

Las ecuaciones (2.9) y (2.10) generan una versién discretizada del
modelo EDP1, al sustituir estas ecuaciones se generan las relaciones re-
cursivas correspondientes:

TF = =s(TF*Y + TFH ) + (1 + 5)TFH!

Th = —s(TEAL 4+ TESY) + (1 + 5)TH

LT
donde =z = ——3
G-
Para el caso n=3, las relaciones recursivas se reflejan en el siguiente
sistema de ecuaciones:
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0 ATy ssfitgn

1 4+ 2% 5 " 1 1 "
( I 1 + 25 3 H Tyt ]—( 0 ]+ ('.r'.." ]
o Db 5 1 + 25/ \ ket L

wsglta)l ATk

2.2. Estudio de la transferencia térmica en dispositivos sin

uso de electricidad.

Un dispositivo de refrigeracion sin uso de la electricidad consiste
en dos vasijas. La vasija externa es de un material poroso que aloja en
su interior otra vasija de un material permeable al agua. La vasija interna
contiene la materia a refrigerar, el espacio entre las vasijas se encuentra
relleno de arena himeda; el efecto de refrigeracién en el dispositivo se
produce por la evaporacién del agua, la transmisién de calor de la materia
hacia la arenay la influencia del aire.

El grosor de las vasijas y la capa de arena son otros pardmetros
geométricos importantes. Al aumentar el grosor se incrementa la resis-
tencia térmica de la conduccién del calor, logrando mantener el disposi-
tivo frio, pero al mismo tiempo evitando el enfriamiento por evaporacion.
De nuevo la eleccién del tamario del dispositivo depende de las necesida-
des del uso de la nevera y la fuente de agua disponible. La funcién de la
arena es estabilizar la vasija interior y a su vez distribuir el agua a lo largo
del dispositivo por la accién capilar.

En orden para simplificar el modelo fisico del refrigerador de dos
vasijas, en el articulo (Chemin et al., 2017) disefian un experimento en un
conjunto de cilindros alargados los cuales contienen agua o etanol, simu-
lando la materia a refrigerar. Los cilindros son cubiertos con toallas de
papel que son humedecidas con un liquido.

Para construir un modelo teérico pertinente en el estudio del proce-
so de refrigeracion, (Chemin et al., 2017) utiliza cilindros de mayor altura
en relacién con su didametro, ademas el modelo tedérico bajo considera-
cién es en dos dimensiones. La parte superior del cilindro es tapada, para
asegurar que el gradiente de temperatura sea radial y reducir el efecto de
conveccién en el interior del fluido. En adelante, el modelo de refrigera-
cién de dos vasijas se estudiara sobre un cilindro.

Para plantear el modelo matematico que fundamenta el proceso
térmico en el dispositivo, por la geometria cilindrica se realiza el siguiente
cambio de coordenadas.
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Seax=rcos 0,y=rsen 0,z =7z. Lareglade lacadena nos permite cal-
cular las derivadas T,y Tyy en términos de las derivadas respectoary

0. Al calcular TX se tiene:
Tam #
Ty =Tr + Tell, = (cos8) T, - — T (211
L)

Por lo tanto, la segunda derivada parcial es:

il Lo Zeepfoosd 8% sentd 0°  ZcosSsend d zentd #
F J— T " ; 212
I'.'.':l.':I e dre r drdd ré dge re el rir ( )

De igual manera por un razonamiento similar,

+ .
¥ i [ Fe i ro

a #*  Izemnfcosd A2 cosifp @t 2eos@send @ post8 4
(7o) = sen®8 T ™ (213)
oy L f

Alsustituir (2.12) y (2.13) en la ecuacion (1.5) se tiene la ecuacién del
calor en coordenadas cilindricas:

Ty =Tor + =Ty + 5 To9 + Ty (214)

Consideremos la difusién de calor en un cilindro sélido, de didmetro
a, altura h, densidad p, calor especifico ¢, conductividad térmica A, tempe-
ratura inicial T, colocado en un ambiente a temperatura T, La ecuacion
del calor (2 14) en estado transitorio con difusion radial, cn las adecuadas
condiciones de frontera es

Ty = k(Tyr + - T;) (2.15).
TOR =T, (2.16)
Tr,0)=T, 0<r<R (217)

La técnica para solucionar la ecuacién es suponer que T(1;t) = y(r)g(t),
la ecuacion se descompone en

O _ Yoo
kgie) ¥ir) '

La solucién para g(t) es resuelta de la forma usual y se obtiene
g(t) = e™ La solucién para la ecuacién eny es

1
¥'(r)+ ;_y“[rj = —=Ay(r).



3-(5\' Christian Nolasco Serna / Claudia Marcela Duran Chinchilla /
I‘ln... José Julidn Cadena Morales
Aplicando las condiciones de frontera nosotros tenemos las solu-

ciones
O

T(r.t) = Z L] {z%] (2.18).

n=1

Los coeficientes se obtienen aplicando las condiciones iniciales.

Una aproximacion de la ecuacién (15) se genera al tener el primer
término el cual es
. _ - Akt r
T(r,6) = e, (%) (219)
donde la funcién f(t) = cle'“‘f representa la temperatura de la linea
central. Esto quiere decir que un enfoque adecuado para estudiar el mo-

delo del cambio de temperatura en el interior del cilindro consiste en es-
tudiar la temperatura en el centro del cilindro.

La ecuacién (2.19), la podemos escribir como
L
flt)=(T; —Tyle (2.20),

2 e

donde 1 = [ﬁ) -

Aligual que en la seccidén anterior se desarrollan métodos numéri-
cos para solucionar las ecuaciones (2.15)-(2.17).

El método numérico explicito consiste en sustituir la funcién incég-
nita T(r,t) por las aproximaciones de las derivadas parciales que se gene-
ran de la serie de Taylor correspondiente:

Ty(ritn) = ,_;,,+,£:1-._,_, b} (2.21)
T, [,]-,‘.rr.'::l - Tlrll-:.:II]_:LJ;.E::-;:“]-'-T(IJ1".:“:. (222)

Las ecuaciones (31) y (32) generan una version discretizada del mo-
delo EDPcil, al sustituir estas ecuaciones se generan las relaciones recur-
sivas correspondientes:
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T = TE S - TS T - 2rf 4T (223)
kel ook K ad K &t — &
T.I = "r! SrAF [ 1 || [Ar 'I-l [T;H JT_I ""T,l-:] (2-24)
A kA
T = T+ e [Ty = Tl [Ty = 2T + Ty (229)

LT . . .
Si 5= R las relaciones recursivas se pueden condensar en el si-

guiente sistema de ecuaciones, para n=3:

'I = 5 + ':I
———8& —=T85
% [~ 1 0 1
S_E_j- 1-2s S+E_j TFY | + p =| 1
s T:;-H ED(.-E__] + 5] Tﬂk
0 §—=— 1-15
2

Solucionar el modelo matematico para el comportamiento térmico
del dispositivo sin uso de electricidad es equivalente a solucionar el ante-

rior sistema de ecuaciones.

El planteamiento para el método numérico implicito es equivalente
a las siguientes aproximaciones:

S s+l el g el
=T - k-":'r:l = 217 + T
At {Ar)?

Usando la ecuacién (2.26), el modelo se genera la relaciéon recursiva:

(2.26)

K+ * et 1 5 k1 _ Tk
T+ [_S_E]-'-Tf_t [—s+5]+?} M1 +25] =T

Donde el sistema de ecuaciones para el vector de temperaturas T¢
paraelcason=3es:

= . . ¥ L
1+ T + 5 T 5 L] Tlll: ] .r.;‘-+|
£ £
-5 + i l+2s =—35-— T T |+ II][—EE -8 =|rt | (2.27)
0 —s= 1425 | VT 2] (e
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CAPITULO 3

Modelamiento Matematico

3. Resultados del modelamiento matematico.

El objetivo del presente capitulo es mostrar mediante la modela-
cién computacional como las soluciones numeéricas de los ejemplos de
las aplicaciones del capitulo anterior se ajustan de manera favorable con
los resultados experimentales derivados de la teoria de la transferencia
de calor.

3.1. Modelamiento para el caso de la transferencia de calor

en un horno tipo Hoffman.

En el capitulo anterior en la seccién 2.1 se derivaron un conjunto de
expresiones recursivas, que permitieron transferir el problema de tipo
continuo de las soluciones de la ecuacién del calor a un problema de cal-
cular soluciones para un sistema lineal. Vamos a revisar los resultados
del modelamiento para los casos de los métodos numéricos explicitos e
implicitos.

a. Método numérico explicito.

Las relaciones recursivas se sintetizan en el siguiente sistema de
ecuaciones.

Para el caso n=3, las relaciones recursivas se reflejan en el siguiente
sistema de ecuaciones:

1 —25 3 0 Ty sf(tg)® T
( % 1-25 5 ) T'dk + ( 1] ) = T'dk”
0 5 1 =25/ \Tk sty T+

-

[ T4
[&r)2

Donde, 5 =
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Los pardmetros empleados en el disefio del cédigo en Matlab fue-
ron:

Parametros Datos

Ancho de la pared del horno 1 metro

Numero de puntos en la direccion de x | 2000

Paso en la direccion de x 1/50

Paso en la direccién de t 43200/2000
Constante de difusién térmica 0.000004
Pardmetro de convergencia 0.2160

Temperatura en el interior del muro 25 grados centigrados

Las siguientes graficas muestran la evolucion de la temperatura
de las paredes externa e interna en el horno tipo Hoffman desde el inicio
del proceso.

La primera grafica muestra el comportamiento del modelo compu-
tacional generado por el método numérico explicito cuando se encuentra
en la iteracién 50. Es importante notar que esta primera grafica muestra
elinicio del proceso de la transferencia térmica en las paredes del horno,
es decir las condiciones iniciales cuando la temperatura interior del muro
es de 25 grados centigrados, la temperatura en la pared interior es de 30
grados centigrados y la temperatura en la pared exterior presenta una
temperatura de 20 grados. Los resultados de la primera grafica se ajustan
con los datos experimentales presentados en el segundo capitulo.

Temparshrs ro ol rrafiods e pda o

=y o
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La siguiente grafica muestra el perfil de la temperatura en la itera-
cién 200. Se observa en el comportamiento de la curva un ligero cambio
en la temperatura de pared interna mostrando una leve tendencia hacia
una funcién lineal.

Terrperaiars oon # rdicds snzicmg

En la siguiente grafica, que muestra el comportamiento térmico en
la iteracién 500, el comportamiento lineal es mas evidente.

= Tprryme el reaialky
Teg o i w500
w |
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La siguiente grafica muestra con claridad que la curva de tempera-
tura es una funcién lineal. Lo cual demuestra que el modelo por el metodo
numérico explicito converge a una funcién lineal en el estado estable.

Del comportamiento de las curvas de temperatura en diferentes
instantes podemos concluir que lim T'(x,t) = f(x), donde f(x)=(30.25-
19.85)x+19.85 . s
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T 5 oo - pheins

La siguiente grafica compara los resultados numéricos del método
explicito en la iteracion 2000 en relacién con la solucién analitica de la
seccion 2.1.

pr=parturs con o meidodo gaplcia

T

TR

La siguiente grafica muestra el error del método explicito en com-
paracién con el método analitico.
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b. Esquema implicito.

Las relaciones recursivas se sintetizan en el siguiente sistema de
ecuaciones. Para el caso n=3, las relaciones recursivas se reflejan en el
siguiente sistema de ecuaciones:

1425 -5 0 T+ sfitoyy, [T
( -5 1425 —5 ) T =( 0 )+ TE
0 -5 1+2s Taﬂ,ﬂl sg(ty) ']"3',‘

Los pardmetros empleados en el disefio del cédigo en Matlab fue-

ron:
Parametros Datos
Ancho de la pared del horno 1 metro
Numero de puntos en la direccion de x | 2000
Paso en la direccién de x 1/50
Paso en la direccién de t 43200/2000
Constante de difusién térmica 0.000004
Pardmetro de convergencia 0.2160
Temperatura en el interior del muro 25 grados

El analisis para el caso del método implicicito es similar al caso ex-
plicito, esto es debido a la uniformidad del modelo. El siguiente conjunto
de graficas muestran este comportamiento.
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La siguiente grafica nos muestra que la temperatura en el interior
de la pared muestra la temperatura inicial de 25 grados, en los extremos
tenemos las temperaturas dadas por las condiciones iniciales.

Forrpse where con ol medodo mpdc o

En laiteracién temporal 600 la tendencia es hacia una funcién lineal.

Terrperwiars oon © raicedc: enpiecric

Tag e e

[T

En esta grafica observamos que la temperatura en la ultima itera-
cién es claramente una funcién lineal.

Del comportamiento de las curvas de temperatura en diferentes
instantes podemos concluir que lim T{x,t) = f(x), donde f(x)=(30.25-
19.85)x+19.85 . e
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Las siguiente grafica muestra los resultados de comparar la fun-
cién lineal f(x) con los resultados generados por el método implicito.

Terpemturs con o madivdo amplicic

3.2. Modelamiento para el caso de la transferencia de térmica en
dispositivos sin uso de electricidad.
Al aplicar el modelo numérico generado en la seccion 2.2 a la ecua-
cién del calor en coordenadas cilindricas, se generaron los siguientes re-
sultados para los métodos numéricos explicito e implicito.
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a. Esquema explicito.
Las relaciones recursivas se sintetizan en el siguiente sistema de
ecuaciones.

Para el caso n=3, las relaciones recursivas se reflejan en el siguiente
sistema de ecuaciones:

5 5
l——— =g L]
2 2 le.'ﬂ 0 T:ilu:
£ 5
§ = 1=25 s+ || T |+ gﬂ =T
2j 2 Erad 20 I:— + .'.T} &
0 g dited 02 2 13
2f
Los pardmetros empleados en el disefio del cédigo en Matlab fue-
ron:
Parametros Datos
Radio del cilindro 15 mm
Numero de puntos en la direccidn de x | 100
Paso en la direccion de x 15/100
Paso en la direccién de t 2000/25000
Constante de difusion térmica 0.08
Parametro de convergencia 0.2902
Temperatura inicial del cilindro 52 grados centigrados
Temperatura del aire 20 grados centigrados

La evolucion de la temperatura T(x,t) , para diferentes instantes se
muestra en las siguientes graficas:

Lp—grmr ataram Lo nl eaboady g o
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Estas graficas muestran las curvas de la temperatura para diferen-
tes iteraciones temporales. Del comportamiento de las graficas observa-
mos que a medida que pasa el tiempo la temperatura del cilindro tiende a

la temperatura ambiente de 20 grados.

‘Variacitn deo la ismpersfurs com ol Temperatus con ol mdtodo saplicio

Temperaiara

Se puede determinar que la simulacién numérica coincide con el
modelo fisico. La comparacién del modelo tedrico y la aproximacién por el
método explicito la observamos en la siguiente grafica.

Taivgeis [ coa

A
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b. Esquema implicito.
Las relaciones recursivas se sintetizan en el siguiente sistema de
ecuaciones.

Para el caso n=3, las relaciones recursivas se reflejan en el siguiente
sistema de ecuaciones:

5 5

1+3__f-:5 —3—}_—5 0 " 0 ko1

—t T EL P AT S & u — | TEe1

3 3 1 2: : 3] :} - Eﬂ{—%—ﬂ :}H
1] -5 = 2_; 1+ 25
Los pardmetros empleados en el disefio del cédigo en Matlab fue-

ron:

Parametros Datos

Radio del cilindro 15 mm

Numero de puntos en la direccidn de x | 100

Paso en la direccion de x 15/100

Paso en la direccién de t 2000/25000

Constante de difusién térmica 0.08

Parametro de convergencia 0.2902

Temperatura inicial del cilindro 52 grados centigrados

Temperatura del aire 20 grados centigrados

La evolucion de la temperatura T(x,t) , para diferentes instantes se
muestra en las siguientes graficas:

T hien coe ol e
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Como se abserva, las curvas de la temperatura para diferentes ite-
raciones temporales. Del comportamiento de las graficas observamos
que a medida que pasa el tiempo la temperatura del cilindro tiende a la
temperatura ambiente de 20 grados.

Varisoin de i beenipernburs oon ol Tempersturn oon o médodo implicita

TarrEar i r s
4 & B R &

w

Comportamiento del perfil de temperatura a lo largo del proceso de
transferencia de calor implementando el método implicito.

Al comparar el modelo teérico y la aproximacién por el método ex-
plicito la observamos en la siguiente grafica.

Tirpele Woatd e i S S il Co0 TR BT
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Los dos métodos numéricos generan curvas de temperatura que se
ajustan al modelo fisico. En el caso del método implicito el error con res-
pecto a la curva tedrica en mas pequerio. Por lo cual podemos concluir que
el método implicito funciona muy bien para describir el cambio de tempe-
ratura en el centro del cilindro.
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CONCLUSIONES

A partir de la aplicacion de los métodos numeéricos explicito e impli-
cito para los casos de transferencia en el horno tipo Hoffman y el estudio
termico en el cilindro en dos dimensiones se pueden generar las siguien-
tes reflexiones generales:

1.

Para el caso del horno tipo Hoffman las curvas de temperatura
se ajustan en ambos casos (explicito e implicito) con el mode-
lo tedrico que se representa por una funcién lineal (estado es-
table). El uso de los métodos numéricos es mas directo que el
estudio por la solucién analitica y tiene la ventaja del uso de las
herramientas tecnolégicas.

Para el caso de la temperatura en el centro del cilindro el méto-
do implicito se ajusta de forma mas precisa con el modelo teéri-
co propuesto por (Chemin et al., 2017).

La modelacion matematica, permite, en su aplicacién pedagégi-
ca, el desarrollo de competencias matematicas de los estudian-
tes, a través del andlisis de situaciones o problemas contextua-
les.

Esta investigacién formula las siguientes recomendaciones para
ser resueltas en posteriores estudios.

1.

Extender el modelo unidimensional del horno Hoffman para in-
cluir los fenémenos de convenciény radiacién.

Estudiar el modelo de conduccién en dos dimensiones para el
caso del horno tipo Hoffman.

Para el estudio de la refrigeracién sin uso de electricidad exten-
der la geometria a un cono truncado y una esfera.
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PREFACIO

La modelacién matemadtica, es un proceso que permite partir de un
problema contextual, ara llevarlo a un problema matematicos a partir de
una serie de pasos que dan lugar a la resolucién de dichos problemas,
para tal caso, se hace necesario en primer lugar plantearse una pregunta
acerca del mundo o situacién que se desea comprender; seguidamente, se
debe elegir elementos que circundan el mundo a estudiar para establecer
relaciones entre los mismos; una vez relacionados los elementos, se pro-
cede a elegir los que son ttiles y los que no los son para eliminarlos del
proceso; posteriormente y luego de interpretar la realidad o la situacién
a estudiarlos datos se trasladen a términos matematicos para generar
formulas matemadticas y con ella poder resolver el o los problemas del
mundo, del contexto o situaciones .

Se considera que, desde la modelacién matematicas, se puede lo-
grar que los estudiantes apliquen el saber matematico en las distintas
situaciones del contexto en el cual viven y de esa manera, también se de-
sarrolle la competencia critica que todo ser o individuo debe poseer para
construir una sociedad justa y equitativa.

De igual manera, se puede afirmar que la modelacién matematica
es una forma de transformar realidades en problemas matematicos para
posteriormente solucionarlos a partir del mundo real usando como he-
rramienta principal los ndmeros y los calculos matematicos.

Para el caso particular de este libro, y en su aplicacién en cuanto a
la aplicacién de la modelacién en el caso de las transferencias de calor en
hornos tipo Hoffman y el estudio cilindrico de dos dimensiones, se puede
establecer que el uso de métodos numéricos es mas directo y mas eficien-
te y eficaz que el estudio analitico de la situacién, permitiendo asi, dedu-
cir que el método de modelacién implicito funciona excelentemente para
describir y detallar le cambio de temperatura en el centro del cilindro.
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APENDICE

En esta seccién se realiza un listado de los algoritmos desarrolados
a lo largo del libro.

1. Algoritmo en Matlab para solucionar por el método explicito la
ecuacion que modela la transferencia de calor en el horno Hoff-
man en una dimension.

Datos iniciales

x1=0; %Dato inicial en distancia
x2=1; % Dato final en distancia
t=43200; % Tiempo final en segundos
n=50; %NUumero total de nodos
m=2000; %Numero total de iteraciones en el tiempo
dt=t/m;  %Paso temporal
dx=x2/n; %Paso espacial
b=0.000004; % Constante de transferencia.
s =b*dt/(dx*2) %Constante de convergencia.
'l =12% 5 0o
Definicién de la Matriz | % | — 75 5 l.
ll\ Ly 5 1 =2 -.'-JII

A=zeros(n,n);
fori=1:n

for j=1:n

if i==j
A(i,j) = 1.- 2.%s;
elseif i==j-1
A(i) =s;
elseif i==j+1
Aij) = s;
else
Alij) = 0,
end
end

end
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s (Eg )
Definicion del vector ] .
\sg(ts)/
b = zeros (n,1);
b(1) =s*19.92;
b(n) =s*30.44;

Discretizacion de la malla.

x = linspace (x1+dx,x2-dx, n)’;

Definicion de las condiciones iniciales.

U_tk = 25.*ones(n,1);

Definicion de la martiz de temperatura

U = zeros(n,m);
tvec = zeros(m,1);
U(:,1) = U_tk;
tvec(l) =t;

Solucién del sistema

-I ol % I:] 1 .I':I"II'«- L1 __:\1_.'4'{:'_],\I .I':I"Il'«-'l'\-
( 5 1 -2s 5 )(r:‘]+( 0 J—(r‘_}"
i} 5 | — 2% .\_.:J-[,:I:- a8

T/ \T3+,

fork=1:m
t = t+dt;
U tk 1=A*U_tk +b;
U(:;,k) =U_tk_1;
U tk=U_tk_1;
tvec(k) = t;
if k<3600
b(1) = 19.92*s;
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b(n) = 30.44%s;
end
if 3600< = k && k<7200
b(1) =s*19.97;
b(n) =s*32.27;
end
if 7200<=k && k<10800
b(1) =s*19.68;
b(n) = s*33.64;
end
if 10800 <=k && k<14400
b(1) = s*19.48;
b(n) = s*36.06;
end
if 14400 <=k && k<18000
b(1) = s*19.65;
b(n) = s*39.75;
end
if 18000<=k && k<21600
b(1) =s*20.02;
b(n) = s*49.75;
end
if 21600<=k && k<25200
b(1) = s*19.48;
b(n) = s*57.90;
end
if 25200<=k && k<28800
b(1)=s*20.02;
b(n)=s*81.91;
end
if 28800<=k && k<32400
b(1) = s*21.42;
b(n) =s*134.41;
end
if 32400<=k && k<36000
b(1) =s*24.33;
b(n) =s*343.20;
end
if 36000<=k && k<39600
b(1) =s*35.89;
b(n) =s*668.17;
end
if 39600<= k
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b(1) =s*48.47;
b(n) =s*594.34;
end

end

Graficas del perfil de temperatura

figure(1)

plot (x,U(:,300),’-",x,U(:,450),-",x,U(:,2000),"-")

title(‘Temperatura con el mEtodo explicito ‘)

legend (‘Temp despues de 300 iteraciones’, “Temp despues de 900 iteracio-
nes’, “Temp despues de 2000 iteraciones’)

xlabel(‘Tiempo (s)’)

ylabel(‘Temperatura (eoc)’)

Comportamiento en tres dimensiones de la temperatura

figure(2)

mesh (tvec,x,U)

title (“ Variacion de la temperatura con el Temperatura con el mEtodo expli-
cito’)

ylabel (")

zlabel (‘Temperature’)

Comparacion de la solucion analitica y el método explicito

figure(3)

plot (x,U(:,2000),’-",x,(30.25-19.85)*x+19.85,"-")

title (‘Temperatura con el mEtodo explicito ‘)

legend (‘Temp en la iteraciUn 2000"/ Temp en estado estacionario’)
xlabel (“Espacio (cm)’)

ylabel (‘Temperatura (eec)’)

Error de aproximacion del método explicito

figure(4)

plot(x,U(:,2000)-((30.25-19.85)*x+19.85),’-")

title(‘Error absoluto del mEtodo explicito frente al estado estacionario’)
xlabel(‘Espacio (cm)’)

ylabel(‘Temperatura (ec)’)
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2. Algoritmo en Matlab para solucionar por el método implicito de la
ecuacion que modela la transferencia de calor en el horno Hoff-
man en una dimension.

Datos iniciales

x1=0; %Dato inicial en distancia

x2=1; % Dato final en distancia

t=43200; % Tiempo final en segundos

n=50; %Numero total de nodos

m=2000; %Numero total de iteraciones en el tiempo
dt=t/m; %Paso temporal

dx=x2/n; %Paso espacial

b=0.000004; % Constante de transferencia.

s = b*dt/(dx"*2) %Constante de convergencia.

1+ 25 =5 1]
Definicién de la Matriz ( —5 1+ 2s —5 )
0 -5 1+ 25
A=zeros(n,n);
fori=1:n
forj=1:n
if i==j
A(i,j) = 1.+ 2.%s;
elseif i==j-1
A(i,j) = -s;
elseif i==j+1
A(i,j) = -s;
else
Ai,j) =0.;
end
end
end

fsftn)
Definicién del vector ( 0
ety )
b= zeros(n,1);
b(1) =s*19.92;
b(n)=s*30.44;
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Discretizacion de la malla.

x = linspace (x1+dx,x2-dx, n)’;

Definicién de las condiciones iniciales.

U_tk = 25.*ones(n,1);

Definicion de la martiz de temperatura

U=zeros(n,m);
tvec=zeros(m,1);
U(:1) = U_tk;
tvec(l) =t;

Solucién del sistema

1425 =% 0 e sf(tp)
( -5 1425 —5 ) T =( 0 )+
0 -5 1+2s Taﬂ,ﬂl sg(ty)

fork=1:m

t = t+dt;

c=U_tk+b;

U tk 1=A\c

U(:, k) =U_tk 1;
U tk=U_tk_1;

tvec(k) = t;

if k<3600
b(1)=19.92%*s;
b(n)=30.44%s;

end

if 3600<=k && k<7200
b(1)=s*19.97;
b(n)=s*32.27;

end

if 7200<=k && k<10800
b(1)=s*19.68;
b(n)=s*33.64;
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end
if 10800 <=k && k<14400
b(1)=s*19.48;
b(n)=s*36.06;
end
if 14400 <=k && k<18000
b(1)=s*19.65;
b(n)=s*39.75;
end
if 18000<=k && k<21600
b(1)=s*20.02;
b(n)=s*49.75;
end
if 21600<=k && k<25200
b(1)=s*19.48;
b(n)=s*57.90;
end
if 25200<=k && k<28800
b(1)=s*20.02;
b(n)=s*81.91;
end
if 28800<=k && k<32400
b(1)=s*21.42;
b(n)=s*134.41;
end
if 32400<=k && k<36000
b(1)=s*24.33;
b(n)=s*343.20;
end
if 36000<=k && k<39600
b(1)=s*35.89;
b(n)=s*668.17;
end
if 39600<= k
b(1)=s*48.47;
b(n)=s*594.34;
end

end
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Graficas del perfil de temperatura

figure(1)

plot(x,U(:,300),-"x,U(:,450),-",x,U(:,2000),"-')

title(‘Temperatura con el mEtodo explicito )

legend (‘Temp despues de 300 iteraciones’, “Temp despues de 900 iteracio-
nes’, “Temp despues de 2000 iteraciones’)

xlabel(‘Tiempo (s)’)

ylabel(‘Temperatura (ec)’)

Comportamiento en tres dimensiones de la temperatura

figure(2)

mesh (tvec,x,U)

title (“ Variacion de la temperatura con el Temperatura con el método impli-
cito’)

ylabel (")

zlabel (‘Temperature’)

Comparacion de la solucién analitica y el método implicito

figure(3)

plot(x,U(:,2000),’-,x,(30.25-19.85)*x+19.85,"-")

title(‘Temperatura con el mEtodo explicito ‘)

legend (‘Temp en la iteraciUn 2000’/ Temp en estado estacionario’)
xlabel(‘Espacio (cm)’)

ylabel(‘Temperatura (e=c)’)

Error de aproximacion del método implicito

figure(4)

plot(x,U(:,2000)-((30.25-19.85)*x+19.85),’-")

title(‘Error absoluto del mEtodo explicito frente al estado estacionario’)
xlabel(‘Espacio (cm)’)

ylabel(‘Temperatura (e=c)’)
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3. Algoritmo en Matlab para solucionar por el método explicito dela
ecuacion que modela la transferencia del calor en un cilindro en
dos dimensiones.

Datos iniciales

T =2000; % Tiempo final en segundos

n = 100; %Numero total de nodos

m = 25000; %Numero total de iteraciones en el tiempo
dt=t/m; %Paso temporal

rc = 15; %Radio en milimetros

dr=rc/(n+1);%Paso espacial

dt=T/m; %Paso temporal

cond = 0.08; % Constante de transferencia.

s = cond*dt/(dr*2); %Constante de convergencia.

& &
1 T 5 T + ]
Definicion de la Matriz 5= = 1=25 =5+ i
2f 2f
L3
0 5 2 1=25
A=zeros(n,n);
fori=1:n
forj=1:n
if i==j
A(ij) = 1. - 2.%s;
elseif i==j-1
A(i,j) = s + s/(2.*i);
elseif i==j+1
Ai,j) = s - s/(2.%i);
else
A(i,j) =0.;
end
end
end

A(1,1) = 1-s-5/2;
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Definicion del vector

20(=+5)

b= zeros(n,1);
b(n) = (s+s/(2*n))*20.;

Discretizacion de la malla.

r = linspace (r1+dr,r2-dr, n)’;

0
0

2f

Definicion de las condiciones iniciales.

T_tk =52.*ones(n,1);
Temp=zeros(n,m);
tvec=zeros(m,1);
Temp(:,1) = T_tk;

Solucién del sistema

[yt
E,J' 5 Ej- 5
5
s—~§} 1-12s
0 5
5 2]
fork=1:m
t = t+dt;

%c=T_tk +b;
T tk_1=A*T_tk +b;
Temp(:,k) =T_tk_1;
T tk=T_tk_1;
tvec(k) = 1t;

end
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Graficas del perfil de temperatura

figure(1)
plot(r,Temp(:,100),’-",r,Temp(:,6000),-’,r,Temp(:,16600),-’)
title(* Temperatura con el mEtodo explicito’)

xlabel(‘r’)

ylabel(‘T’)

legend(‘T=100", T=6000", T=16600")

Comportamiento en tres dimensiones de la temperatura

figure(2)

mesh (tvec,r,Temp)

title (“ VariaciUn de la temperatura con el Temperatura con el mEtodo expli-
cito’)

xlabel ('t")

ylabel (‘r’)

zlabel (‘“Temperatura’)

Comparacion de la solucién analitica y el método explicito

figure(3)

plot(tvec,Temp(30,:),”,tvec,20+32*exp((-tvec)/486.25),”)
title(‘Temperatura en el centro del cilindro con el mEtodo explicito’)
legend(‘AprocimaciUn’/Modelo’)

xlabel(‘Tiempo (s)’)

ylabel(‘Temperatura (eoc)’)

4. Algoritmo en Matlab para solucionar por el método implicito dela
ecuacion que modela la transferencia del calor en un cilindro en
dos dimensiones.

Datos iniciales

T =2000; % Tiempo final en segundos

n = 100; %Numero total de nodos

m = 25000; %Numero total de iteraciones en el tiempo
dt=t/m; %Paso temporal



Christian Nolasco Serna / Claudia Marcela Duran Chinchilla /
José Julian Cadena Morales
rc = 15; %Radio en milimetros
dr=rc/(n+1);%Paso espacial
dt=T/m; %Paso temporal
cond = 0.08; % Constante de transferencia.
s = cond*dt/(dr”2); %Constante de convergencia.

B Tt R 0
3 5 = E_j -5
Definicién de la Matriz | -3 + .$_ 1425 =5=- z
2j 2f
0 : 1+ 2
- 5
2f
fori=1:n
forj=1:n
if i==]
Ali,j) =1.+2.*%v;
elseif i==j-1
A(i,j) = -v - v/(2.*i);
elseif i==j+1
A(i,j) = -v + v/(2.*i);
else
Ai,j)=0.;
end
end
end

A(1,1) = 1+v+v/2;
0
. 0
Definicion del vector £
20(- 2_j - 5)
b= zeros(n,1);
b(n) = -(-v-v/(2*n))*20.;

Discretizacion de la malla.

r = linspace (r1+dr,r2-dr, n)’;
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Definicion de las condiciones iniciales.

T_tk =52.*ones(n,1);
Temp=zeros(n,m);
tvec=zeros(m,1);
Temp(:,1) = T_tk;

Solucidén del sistema

1+ : + L o
=ts5 —===—5
2f 2 Tk 0 ket

5
=S+= 1425 =s—-=||TE]+ = | TFtl

2f 2j

fork=1:m
t = t+dt;
c=T_tk+b;
T tk_1=A\g
Temp(:,k) =T_tk_1;
T tk=T_tk_1;
tvec(k) = t;

end

Graficas del perfil de temperatura

figure(1)
plot(r,Temp(:,300),’-",r,Temp(:,5000),-’,r,Temp(:,25000),"-’)
title(‘Temperatura con el mEtodo implicito’)

xlabel(‘r’)

ylabel(‘T’)

legend(‘T=300’,T=5000’,T=25000")

Comportamiento en tres dimensiones de la temperatura

figure(2)

mesh (tvec,r,Temp)

title (‘ VariaciUn de la temperatura con el Temperatura con el mEtodo impli-
cito’)

ylabel (‘r’)

zlabel (‘“Temperature’)
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Comparacion de la solucién analitica y el método implicito

figure(3)

plot(tvec,Temp(56,:),",tvec,20+32*exp((-tvec)/486.25),”)
title(‘Temperatura en el centro del cilindro con el mEtodo implicito’)
legend(‘AproximaciUn’’Modelo” )

xlabel(‘Tiempo (s)")

ylabel(‘Temperatura (eoc)’ )
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